Chapitre 11 : Nombres Réels

1 Nombres rationnels ou irrationnels

7 Définition 1

Onnote@z{% : aEZ,bGN*}.
» Les éléments de Q sont appelés nombres rationnels.

> Les éléments de R\Q sont appelés nombres irrationnels.

Remarque 1 7 € Q <= 3(a,b) € ZxN*, 2z = ¢

Exemples 1 o Ezemples de nombres irrationnels : \/2, w et e.

e Fxemples de nombres rationnels : —1,

ol
=

( Proposition 1

(i) Siz,y € Q, alors z +y € Q.

(ii)) Siz€eQet y e R\ Q, alors z +y € R\ Q.
(iii) Siz,y € Q, alors zy € Q.
)

(iv) Siz € Q* et y € R\ Q, alors zy € R\ Q.

Exemples 2 © =2, y = —/2 et 2z = /2 sont des irrationnels
Remarquons que x +y = 0 est rationnel et que x + z = 2v/2 est irrationnel.
Ainsi on peut rien dire sur la somme de deux irrationnels.

2 Valeur absolue

7 Définition 2

On appelle valeur absolue d’un réel z, le réel positif

x six >0
|z| = max(z, —x) =

—x siz<0




Soient x,y € R.

e Sia>0alors: [z|]<a<= —a<z<a

lzy| = |=|[y]-

VneN, |z = |z|™.

Soient z,y € R, on a :

|z +yl < lz| + [yl.
Plus généralement si z1,29,...,2, € R,on a:
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Exercice 1 Soient z,y,z € R. Montrer que : |2z —y|+ |z —y| + |z — 1] > 1.

" Corollaire 1 )

Soient z,y € R, on a :
| = |yl < o —yl.

[\V]



3 Relation d’ordre sur R

3.1 Majoration et minoration

7 Définition 3

Soit A une partie de R.
e On dit que A est majorée s’il existe M € R tel que chaque élément de A est inférieur ou égal
aM, ca-d:
Dans ce cas, on dit que M est un majorant de A.
e On dit que A est minorée s’il existe m € R tel que chaque de A est supérieur ou égal & m,
c-a-d :
Dans ce cas, on dit que m est un minorant de A.

e On dit que A est bornée si elle est majorée et minorée. Ce qui est équivaut a dire que :

Remarque 2 e A est non majoré ssi :

o A est non minoré ssi :

2

Exemples 3 e L’ensemble A = {# T x € R} est borné.
e L’ensemble A = {%Tz‘ T x € R} est minoré par 0, mais non majoré.

3.2 Maxima et minima

7 Définition 4

Soit A une partie de R.

e On dit que M est le maximum ou le plus grand élément de A si M € A et M est un
majorant A, i.e.

Dans ce cas, on note alors m = max(A).

e On dit que m est le minimum ou le plus petit élément de A si m € A et m est un minorant
de A, i.e.

Dans ce cas, on note alors m = min(A).

Exemples 4 L’ensemble A =]0,1] admet un mazimum mais elle n’admet pas de minimum.




Exercice 2 Déterminer le minimum et le mazimum de A = [0, 1].

3.3 Bornes inférieures et supérieures

7 Définition 5

Soit A une partie de R.

e On appelle borne supérieure de A le minimum de I’ensemble des majorants de A, s’il existe.
Dans ce cas, on le note sup(A4).

e On appelle borne inférieure de A le maximum de I’ensemble des minorants de A, s’il existe.
Dans ce cas, on le note inf(A).

Exercice 3 Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure de A =|0, 1].

Rien ne garantit a priori 'existence d’une borne inférieure ou supérieure. On a néanmoins le théoréme
suivant :

(" Théoréme 1: (Axiome de la borne supérieure)

e Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

e Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

( Proposition 4

Soit A une partie de R.
» Si A admet un maximum, alors elle admet une borne sup et sup(4) = max(A4).

» Si A admet un minimum, alors elle admet une borne inf et inf(A) = min(A4).

Exercice 4 Déterminer la borne supérieure de A = {% 1 neE N*}.




( Proposition 5: (Caractérisation de la borne supérieure)

Soient A une partie de R et M € R.

M est un majorant de A
M =sup A <=

Aucun nombre strictement inférieur & M n’est majorant de A

Ce qui s’écrit en termes de quantificateurs :

Vae A, a<M
M =sup A <—

Vo< M, Ja€ A, a<a

Ce qui est équivaut a :

Vae A, a< M
M =sup A <

Ve>0, da€A, M-e<a

é Proposition 6: (Caractérisation de la borne inférieure)

Soient A une partie de R et M € R.

m est un minorant de A
m = inf A <

Aucun nombre strictement supérieur & m n’est minorant de A

Ce qui s’écrit en termes de quantificateurs :

Vae A, a>m
m = inf A <

Va>m, dJac€ A, a<a.

Ce qui est équivaut a :

VYae A, a>m
m=inf A &

Ve>0, dac€ A a<m+e.




4 Propriété d’Archiméde

La partie N n’est pas majorée, ce qui signifie :

VeeR, dneN, n

WV
8

On a alors la propriété suivante :

4 Proposition 7

VeeRy, VyeR, dneN, nzr>y.

5 Partie entiére et approximations décimales d’un réel

7 Définition 6

\

On appelle partie entiére d’un nombre réel z le plus grand entier relatif inférieur ou égal & . On
le note |z].
|z] =max{n €Z : n<z}

Exemples 5 o |2] =
o |—1,12] =

eVneZ, |n|=

( Proposition 8

Soient t € Ret n € Z, on a
lz]=n<=n<z<n+1,

Remarque 3 On a :
lz] <z <|z]+1 e z—-1<|z] <z

Exercice 5 Soit n € N*. Calculer |v/n? +1].

Corollaire 2

Pour tout n € N et tout x € R, on a :

[1onx] _ _ [10"z] 1

~X

107 ST
» Le nombre Lllogfj est la valeur décimale approchée de x par défaut a la précision
1 _ —
o= = 107",
> Lle HOIlllgien Llfonfj =+ 10% est la valeur décimale approchée de = par excés a la précision
Tor = :




— Graphe de la fonction partie entiére

~

6 Intervalles

7 Définition 7

Les intervalles sont les parties de R de la forme :

@i
(il

a,bj={reR:a<z<b}
b={reR:a<x<b};

(iii) Ja,bl={x eR:a <z < b}

[
[a,
]
(iv) Ja,b[={x e R:a < x < b};
(vi) Ja,+oo[={z € R: 2 > a};
(vil) | —o00,b] ={z e R: 2z < b}
(viii) | —o0,b[={x e R:z < b};
(i

ol a et b désignent deux nombres réels tels que a < b.

)
)
)
)
(v) [a,+oo[={z €R: 2 >a};
)
)
)
x)

| - o0, +o0[=R




4 Proposition 9

Un partie I de R est un intervalle ssi :

Va,be I, a<b = [a,b]CI.

Exercice 6 Justifier que R* n’est pas un intervalle de R

7 Droite numérique achevée

7 Définition 8

On appelle droite numérique achevée 1’ensemble :

R=RU{-00,+o0}

e On prolonge la relation d’ordre < sur R en posant : Vx € Rz<4+00 e VreR,z> —occ.

e On prolonge partiellement & R les opérations sur R selon les tables :

X —o0 |y<0|0|y>0] 400

+ —oo | yeR | +oo —00 || +00 | 400 | x| —00 | —0

—00 —00 | —00 * z <0 | 400 Yy 0 Ty —00
z€eER || —oc0o | z+y | +o0 0 * 0 0 0 *

400 * 400 | +o0 x>0 | —o0 Ty 0 Ty 400

“+00 —00 —00 * +00 +0oo

ou * correspond & un cas ot opération n’est pas définie (forme indéterminée).




