Feuille d’exercices N°17
Développements Limités

Exercice % Déterminer les développements limités suivants :(5
(1) DLy (Z) de sinx (2) DL3(0) de In(1 + ¢®)

Inz

(3) DLs(1) de — (4) DL3(0) de In(2 + sinz) (7]

(5) DL3(0) de sh(z)ch(2z) —
ch(x)

(6) DL3(0) de v/3 + cosx

Exercice 2 Déterminer les développements limités suivants :

(1) DLa(0) de (L4 2)'/* (2) DEy(0) de L EY)

(3) DL3(0) de 1:% (4) DL4(0) de ln< ; >

arctan x sin(x)
(5) DLy(0) de ———= (6) DLy (0) de o) T
(7) DL4(0) de In (Sinfx) (8) DLy(1) de xln_xl

x coshx — sinh x
9) DLs(0) de ——m8M8 ——
) 3(0) de coshx — 1

Exercice 3 On considére la fonction f : x — arctan (e”).

1. Former un DLy(0) de f'(x).
2. En déduire un DLs(0) de f(x) = arctan(e®).

Exercice 4 1. (a) Soit « € R. Rappeler le DLy(0) de

(1+2)~.
1
b) Former un DL4(0) de —.
(t) W0 de T

(¢) En déduire un DLs5(0) de arccos(z).

2. On considére la fonction f:x — et dt.
0
(a) Justifier que f est dérivable sur R et calculer f'.

(b) En déduire un DLs(0) de f.

Exercice 5 Déterminer les limites suivantes :

(1 —cosx)(1+ 2z) va+3

(1) lim ——s— (2) I3+ o) 2o
wom/2 (5 — x)

) i 1 (6) lim vVa+iln <1 - x\@)

(7) ili% (Siix) i (8) i&% (1— Czstz)na;ctanz

Exefc'(fe 6 \Déterminer les limites suivaptes :
(1) lim 1% 2y =5 (2) lim ——~

z—0 tanx —x =01y ( 1tz
1—x
T — arctanx 1 1
3) lim lim (— — )
(%) z=0 ginhd g (4) e=0\ 22 sin? g

In(22% — 1)

lim (cos x) e 1
T —

z—0

(6) lim

z—1 I

2?2 —1—-2rlnx x
lim ———— li 2In [ —— -1
250 z(x—1)lnzx (8) zqoo T <x—|— 1) e

Exercice 7 Calculer lesmlimites sutvantes :

(1) In(z+1)

Inx
()T
e— (14—
x
Exercice 8 Soient f : R — R de classe C* et a € R. Calculer

fla—h)—=2f(a) + fla+h)
h2

lim —1|Inx
Tr—+00

lim
T——+00

(2)

lim
h—0

Exercice 9 Soit f la fonction définie sur R par
fa)=
1. Donner un DL3(0) de f.
2. Montrer que la courbe représentative de f admet une tan-
gente au point d’abscisse 0, dont on précisera ’équation.

3. Prouver que la courbe traverse la tangente en 0. Un tel
point est appelé point d’inflexion.

Exercice 10 Soit f:]—1,0[U]0,+o0o] — R définie par

fla) = ln(l—i—x)—m.

2

1. Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et
que ce prolongement est alors dérivable en 0.

2. Quelle est alors la position relative de la courbe de f par
rapport 4 sa tangente en ce point ?

1
Exercice 11 1. On pose : f(z) = ngjxilr)(l/x)
1 1 1
(a) Montrer que : f(z) = 5 tym o)

z—too 2 4 A4z T
(b) En déduire que C; une asymptote en +oo en pré-

cisant sa position par rapport & Cy.
2z

2. 0 : = — .
n pose : g(x) = x exp ($2_1>
(a) Mont (z) r24 2y (1)
a) Montrer que : ) = = =+ o(-).
g g r—+00 xT xT

(b) En déduire que C, une asymptote en +oo en pré-
cisant sa position par rapport a Cg.

Exercice 12 Soit (uy) la suite définie par ug = 0 et pour

neN
toutn € N:  upp1 =V, +n2.
1. Montrer que : Yn € N*, n—1<u, <n.

2. En déduire que : u, ~ n.

n—-+o0o

N | =

3. Montrer que : lim wupy1 —n =
"




4. En déduire que : u, =
n—+

+1 3 + 1
= n+-——+o|—).
—+o0 2 8n n
1 3 1
6. Concl DUy = - — — — .
onclure que : u n_ﬁoon 3 8n+0(n>

Exercice 13 Soit n € N*.
1. Montrer que l’équation tanx = x posséde une solution

T +7r[
2,n7r 5 |-

5. Montrer que : upy1
n

unique T, dans ]mr —

2. Etablir que : arctanx, = x, — nm.
3. Montrer que : x,, ~ nm.
n—-+00
4. Calculer lim =z, —7mn.
n—-+oo
T
5. En déduire que : x, =nm + — + o(1).

2
1
Prouver que : Yx € R, arctan z + arctan () =
x

=

T
5"
7. En déduire que :

™ 1
n—nm = — —arctan | ——r—" ).
iy n n D) arctan (n 72r 0(1))

8. Conclure que :
n s 1 n 1 n 1
Tn = N - — — ol = .
Iy Yo o n?

Exercice 14 Considérons la fonction f : R — R définie par
flx) = ze” .
Montrer que f réalise une bijection de R sur R.
Donner la parité de f~*.
Monter que f~1 est de classe C*° sur R.
Justifier que f~' admet DL5(0) de la forme suivante :
-1
(@) =,

r—

oo~

az + bx® + cx® + o(x°).

5. Donner un DL5(0) de f(x).
6. Calculer un DLs(0) de la composée f~*(f(z)).
7. En déduire le DLs(0) de f~*(x).

Exercice 15 Le but de ce probléme est de démontrer la for-
mule de Stirling :

n n
nl  ~ (7) 27mn.
n—-+oo e

Partie 1 : Etude des intégrales de Wallis

1. Soit (x,,) une suite décroissante de réels strictement posi-
tifs telle que xpyo ~  x,. Montrer que xpy1 ~
n—-+oo n—-+oo
T
2. On pose, pour tout n € N,

™

wy, = /2 sin”(¢)dt = /2 cos™(t)dt.
0 0

Justifier cette derniére égalité.

Montrer que la suite (wy)nen est décroissante.
Montrer que Vn € N, w,, > 0.

Calculer wg et ws .
n+1

n+2
En déduire que Vn € N, wyw,41 =

[T
8. Montrer que w, ~ —.
n—+oo \l 2n

Partie 2 : Un résultat de Abraham de Moivre

1. Soit (uy) une suite réelle décroissante et minorée. Soit
(vn) une suite réelle telle que vy 11 —vy, ~
n—

Montrer que Vn € N, wy42 =

W,
T
2(n+1)°

NS v L

oo Up41 — Unp-
On va montrer que (v,) converge.
(a) Montrer qu’il existe ng € N tel que

—_

VTL > no, 7(un+1_un) < 'Un+1_'Un <

B i(unJrl_un)'

(b) En déduire que la suite (vy,) est décroissante a partir
d’un certain rang, et minorée.

(c) Conclure.
2. On pose, pour tout n € N* :

nle™

nn \/ﬁ

an = et b, =In(ay,).

Et, pour tout t €] — 1, +00[\{0} :
ft)y=1- (1 + ;) In(1+1).

(a) Donner le développement limité de f a l'ordre 2, en

0.
1
(b) Montrer que : Vn € N* b1 — b, = f (n)
(c) Montrer que:
-1 1 1

busi —bn  ~ ~ -
T e 1202 ot 12(n+ 1) 12m

(d) En déduire que la suite (b,) converge.
(e) Montrer que la suite (ay) converge vers une con-

stante strictement positive £ et que n! ~
n—-+oo
n n
e(f) NS
e
Partie 3 : Fin de la preuve de la formule de Stirling
2n)! 7

1. Montrer que : ¥Yn € N, ws,, =

[2nnl]? 2
2. En déduire la valeur de £ et la formule de Stirling.




