Feuille d’exercices N°18
Calcul Matriciel

Exercice 1 Calculer :
(2 10) <%) <%) (2 10
et
3 3

Exercice 2 Calculer :

-2 0
-230 1 -1 1
1 12 -1 1 -2
-1 -3

Exercice 3 Calculer :
13\/-13
(23 (=23)

Exercice 4 Calculer :

1 03 1 1 -1
(110)(1 -1 1)
1 24/\-1 1 1

Exercice 5 Les matrice suivantes sont-elles in-
versibles 2 Si oui calculer leur inverses.

was(3 84
wa-(i1}

we-(117)

Exercice 6 Soit A =

——N
—wo |

1 al
(1 2a 1>. Pour quelles
1 10

valeurs de a et b la matrice A est-elle inversible ?

01 0
Exercice 7 Soit A= < -12 0 )
1 0 -1

1. Montrer que A®> — A2 — A+ 15 = 0.
2. En déduire que A est inversible et donner A™1.

Exercice 8 Soit la matrice A = ( :{’ % )

1. Montrer que A est inversible et calculer A™1.

2. Retrouver ce résultat en montrant que A? —
4A+ I, = 0.

111
Exercice 9 Soit A = (1 1 1)
111
1. Exprimer A? en fonction de A.
2. En déduire que A™ = 3"t A pour tout n € N*.

1
Exercice 10 Soit A = 5 <i %)

1. Ezprimer A% comme combinaison linéaire de A
et de I.

2. Démontrer que pour tout n € N il existe deux
réels o, et B, tels que A" = an,A + 8,1,
et donner une expression de 41 €t P11 €en
fonction de o, et B,.

3. Ezprimer a,42 en fonction de ayy1 et ay,.

4. Déterminer a,, pour tout n € N.

5. En déduire l’expression générale de A™.

Exercice 11 On considére les matrices

311
A:<131> et B=A-2I;.
113

~

Montrer que B> = 3B.
2. En déduire que : Yn € N, A" = 2"I3 +

5 2 B
3
110
Exercice 12 Soit A = (0 1 1) et soit B =
001
A—1Is.

1. Calculer B, B3, puis B™ pour n > 3.

2. Développer (B + I3)" par la formule du binéme
et simplifier.

3. En déduire A™ pour tout entier n.

3 538
Exercice 13 Soit A= | 29 o 1 )
0 -2 0 3

1. Vérifier que (A — I)? = 0.
2. En remarquant que A = Iy + (A — I4), calculer
A" pour tout entier n > 2.

La formule est-elle encore vraie pour n = 0 et
n=17

Exercice 14 On considére la matrice :

18 9 —-12 —-15
A= | 712 -6 8 10
- 24 12 —-16 —20

36 18 =24 30

7



3
2

1. On note C = | 4
6
trice ligne L pour laquelle: A = CL.
2. Calculer LC' et en déduire une expression sim-

ple de A™ pour tout entier positif n.

Déterminer une ma-

Exercice 15 Pour tout 0 € R, on pose
cosf —sinf
R(0) = ( sind cosd ) :
1. Calculer R(0).
2. Montrer que : ¥ (0,0) € R* R(OR(F) =
RO+ 6.
3. Montrer que : ¥ € R, ¥Yn € N, R(0)" =
R(n0).

4. Montrer que, pour tout 8 € R, R(0) est in-
versible, et calculer son inverse.

Exercice 16 On considére les deux suites réelles
(un) et (vn) définies par leurs premiers termes ug
et vy et les relations de récurrence :

VneN, upt1 =6u, —v, et vpp1 = uy + 4u,.
1. Montrer qu’il existe une matrice A telle que
pour tout n :

U U
() =a(i).
2. En déduire que pour tout n € N : (%Z) =

A (i)

3. Montrer que l'on peut décomposer A sous la
forme A = 51 + J ou I est la matrice iden-
tité et J une matrice & déterminer qui vérifie
J?=0.

4. En déduire A™ pour toutn. (On pensera & véri-
fier la formule pour n =0 etn=1).

5. Obtenir alors les expressions de u, et v, en
fonction de n, ug et vg.

Exercice 17 On considére la suite (un)nen définie
parug =2, uy =1, up = —1 et

Vn € N, Un4+3 = 2un+2 + Unp+1 — 2un

1 1 4
(1—1 2) et
1 11

1. Montrer que P est inversible et calculer P™1.
2. Calculer D = P"'AP.
3. Que vaut D™ ¢

21 =2
OnposeAz(lO 0),P:
01 0

Un+2
X, = ( u§+1 ) pour tout n € N.
n

4. Montrer que pour tout m dans N : D" =
PtAMP

5. En déduire les coefficients de A™.

6. Vérifier que pour tout n dans N : X, 11 =
AX,.

7. En déduire X,, en fonction de A™ et de Xg.

8. Déterminer la valeur de u, en fonction de n.

Exercice 18 On considére la matrice :

011
A:(l()l).
110

1. Démontrer que A est inversible et calculer son
1nuerse.
2. Résoudre le systéme linéaire :

(5){%15

1
2
3

Exercice 19 Rappelons qu’une matrice A €
M, (K) est dite nilpotente s’il existe p € N* tel
que AP = 0.

1. Montrer que les matrices suivantes sont nilpo-

tentes :
01 1
01
= = -1 .
4 (00)’ (88 0)

2. Montrer que la matrice C = ( 6 _11 ) n’est pas

nilpotente.

Exercice 20 Soit A € M, (K) une matrice nilpo-
tente et p € N* tel que AP = 0.
1. Que dire de A* pour k > p?
2. FEtablir que A n’est pas inversible.
3. En utilisant les régles de calcul dans M, (K)
simplifier les expressions

(I, —A) (I, + A+ A%+ + AP
(In+A+ A+ + AP (I, — A).

4. En déduire que 1,, — A est inversible et donner
son inverse.
5. Application

2 -3 1
( 1 -1 1).
-1 1 -1
(a) Calculer A? et A3.

(b) Montrer que Is — A est inversible et cal-
culer son inverse.

Soit la matrice A =

Exercice 21 Soient A,B € M, (K) deuz nilpo-
tentes qui commutent, c’est-a-dire AB = BA. On
veut montrer que A+ B est aussi nilpotente.

1. Cas particulier : On suppose que A% = 0,, et
B? =0,.

Monter que : (A + B)4 =




2. Cas général : Soient p,q € N* tels que AP =0,
et B1=0,.
(a) Vérifier que :
o Vk € [0,p—1], A¥Brta-1=F =9, ;
o Vk € [p,p+q—1]; A¥Brra—1=F =,
(b) En déduire que (A + B)PT11 =0, puis
conclure.

Exercice 22 Soit A = (g -1 )

1. Soit M € My(R). On suppose que M> = A.

(a) Montrer alors que AM = MA.
(b) En déduire que M est diagonale.

2. Résoudre Uéquation M> = A d’inconnue M €
Ms(R).

Exercice 23 Soit A € M,,(K). On pose :
Com(A) = {M € M, (K) : AM = MA}.

1. Soit A € M, (K).

(a) Démontrer :
Com(A).

(b) Démontrer que : Yk € N, A* € Com(A),

(c) Soient (My, Ms) € Com(A)? et (A, \2) €

0, € Com(A) et I, €

KQ
Démontrer que MM + XMy €
Com(A).
2. Dans le cas ou A = (% Z), déterminer
Com(A).

Exercice 24 Soit M = (m; ;) € M,(K). On ap-
pelle trace de M, et on note tr(M), la somme de ses
éléments diagonaux :

tI‘(M) = Z M.
=1

~

Calculer tr(I,).
2. Soient A,B € M, (K),\,u € K. Montrer que

tr(AA + puB) = Atr(A) 4+ ptr(B).
3. Montrer que tr (*A) = tr(A) pour tout A €

M, (K).

4. Montrer que tr(AB) = tr(BA) pour tout A €
M, (K).

5. Soient A € M, (K) et P € GL,(K). Montrer
que:

tr (PAP_l) = tr(A).

6. Emiste-t-il des matrices A, B € M, (K) vérifi-
ant : AB— BA=1, ?

Exercice 25 Soit A = <g Z) € My(K). On ap-

pelle déterminant de A le scalaire noté det(A) défini
par
det(A) = ad — be.

On pose A’ = ( _Cci _2)
1. Calculer les produits AA" et A’A.

2. Déduire que A est inversible si et seulement si
det(A) # 0 et que, si tel est le cas, alors

AT = detl(A) (¢ 72)

3. Application : Les matrice suivantes sont-elles
tnwversibles ¢ Si oui calculer leur inverses.

n-(81) w-(28)

Exercice 26 On rappelle qu’une matrice M €
M, (K) est :

o symétrique si M = M,
o antisymétrique si M = —M.

On rappelle aussi que :
e S, (K) lensemble des matrices symétriques de

M, (K).

o A, (K) l’ensemble des matrices antisymétriques
de M, (K).

1. Soit A = (a;;) € A, (K). Montrer que :

Vi € [1,n], ai; = 0.
2. Montrer que :
VA, B € S, (K), VA\,u € K, M+ uB € S, (K).
3. Montrer que :
VA, B € A,(K), VA, p € K, AM+uB € A, (K).

4. Soit M € S§,(K) N A, (K).
0,..
5. Soit M € My (K).
(a) Montrer que : M +'M € S,(K) et
M —"M € A, (K).
(b) Montrer que : 3(A,B)
A, (K), M =A+ B.
(¢) Montrer Uunicité du couple (A, B) dans la
question précédente.

6. Soient A, B € S,(K). Montrer que :
AB € 8,(K) < AB = BA.
7. Soient A, B € A,(K). Montrer que :
AB € A, (K) <= AB = —BA.

8. Soit A € S, N GL,(K).
S, (K).

9. Soit A € A, NGL,(K).
An(K).

Montrer que M =

e Su(K) x

Montrer que A~ €

Montrer que A™" €




