Feuille d’exercices N°16
Dérivabilité

Exercice 1 Soit f la fonction définie sur R par

r?sin(1/x) six#0

T —

0 sinon

Montrer que f est dérivable mais n’est pas de classe C' sur R.

Exercice 2 Soit f : R — R définie par

e stx >0
stx <0

Montrer que f est de classe C* sur R mais n'est pas deuz fois
dérivable sur R.

Exercice 3 Montrer que la fonction f: Ry — R définie par :

2?Inz siz#0

fla) =
0 stx=0

est de classe C' sur RT.

Exercice 4 Soit f : R — R une fonction dérivable.
1. Montrer que, si f est paire, alors f' est impaire.
2. Montrer que, si f est impaire, alors f' est paire.
3. Montrer que, si f est périodique, alors f' est périodique.

Exercice 5 Soienta € R et f: R — R dérivable en a.

Calculer :  lim fla+h) = fla— h)
h—0 2%

Exercice 6 Justifier que la fonction f : x +— (2> 4+ 1)e” est de
classe C*° et calculer sa dérivée n-éme pour tout n € N.

Exercice 7 Soient n €N, f:x s 2?(1 + )" et
g:x— (1+xz)".
1. Justifier que f et g sont de classe C*° sur R.

2. Montrer que :

n!

Vk € [0,n], Vz € R, ¢ (z) = TR

(z+1)" 7k,

3. En déduire la dérivée n-éme de f.

Exercice 8 Soientn € N et w € R*.

1. Calculer la dérivée n-éme de x — cos(wz).

2. Linéariser cos® z.

3. Calculer la dérivée n-éme de f : x — cos® x

Exercice 9 Soit n € N.

1. Calculer la dérivée n-ieme de ¢ : x — eI+,

x

2. En déduire la dérivée n-ieme de f : x — cos(x)e”.

Exercice 10 Soit f : [a,b] — R une fonction non injective
continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b]. Montrer que :

Je €la,b[, f'(c) =0

Exercice 11 Soit f une fonction de classe C* sur [a,b] telle
que :
fla) = f'(a) et f(b)=f'(b).
1. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b| tel que f"(c) = f'(c).

2. En considérant la fonction g : x — (f(z) — f'(z))e” mon-
trer qu’il existe c €la, b tel que f"(c) = f(c).

Exercice 12 Soit f : R — R une fonction dérivable. Montrer
que,
Vo >0,3c>0, f(z)—f(-2)=2z(f(c) + f'(—c)).

Exercice 13 Soit f : R — R dérivable et dont la dérivée ne
s’annule pas. Montrer que f n’est pas périodique.
Indication : On pourra raisonner par ’absurde.

Exercice 14 Soit f une fonction de classe C* sur [a,a + 2h]
(avec a € R et h > 0).

1. Montrer que :
3d € Ja,a + h[, f(a+2h)—2f(a+h)+f(a) = h(f'(d+h)—f'(d)).
Indication : introduire g(z) = f(z + h) — f(z).

2. En déduire que :
Jc € la,a+2h], fla+2h) —2f(a+h)+ f(a) = R2f"(c).

Exercice 15 Soientn € N, a < b e R et f : [a,b] = R une
fonction n fois dérivable. Montrer que si

fla) = f'(a) =

alors il existe ¢ € |a,b[ tel que f™(c) = 0.

o= V@) =0cet f(b)=0

Exercice 16 Soit f : [0,1] — R wune fonction continue sur
[0,1], deuz fois dérivable sur]0,1] telle que f(0) = f(1) =0 et

Jx €]0.1[. f(z) > 0.




1. Montrer que : Ja €)0,x[, f'(a)

2. Montrer que : 3b €]z, 1], f'(b) = —

3. En déduire que : 3c €la,b], f"(c) <O0.

Exercice 17 1. En appliquant TAF montrer que

1 1

2. En déduire, pour k € N\ {0, 1},

kn 1
li -
Jim D
p=n-+1

Exercice 18 A l'aide du théoréme des accroissements finis
déterminer ) )
lim <(x+1)er+1 —xﬁ) .

T—+00
Exercice 19 Etablir les inégalités suivantes :
1. Pour toutxz >0 : z<e®—1<ze”.

2. Pourtoutx € R: 0<coshx—1<xsinhzx.

3. Pour tout z > —1 : _r <In(l+2) <z
1+
Exercice 20 On considére la suite (uy),,, définie par :

n

n
un:Zn2+k2'
k=1

1. En utilisant TAF montrer que, pour tous (k,n) € N x N*
n k+1 k n

—— < arctan —arctan — < ———.
n2 4 (k4+1)2 ° n n o n2+ k2

2. Etablir que :

n
Vn € N*, arctan

1 ™
— arctan — < u,, < —.
n 4

3. En déduire que (uy), est converge et déterminer sa lim-

ite.

Exercice 21 1. Montrer que la fonction f : x — 23 +3z—1
est bijective de R sur R.

2. Déduire que : Jlc € R, f(c)=0.
3. Etablir que c € [0,1].

4. Montrer que c est l'unique point fize de g : x — ———.
243

5. Donner le tableau de variations de g’ sur [0,1].
1
6. Montrer que g est g—lz’pschz’tzienne sur [0, 1].

7. On définit la suite (up)nen par ug € [0,1] et :

1

Vn €N —_ .
€ 71%—@-?

Up+1 = g(un) =

(a.) Montrer que : ¥n € N, u,, € [0,1].
P 1
(b.) Etablir que : Yn € N, |Jup41 — ¢|| < gHUn — .

1
(c.) Montrer que : Yn € N, |Ju, — || < 3

(d.) Déduire que lim wu, = c.

n——+o0o

(e.) Déterminer un rang p pour que u, soit une valeur
approchée de ¢ a la précision 1075,

Exercice 22 Théoreme de la moyenne
Soit f : [a,b] = R une fonction continue. Montrer :

1 b
e clatl, 0 [ Fle)de= (o).
b—a /,
Exercice 23 Soit n > 2 un entier fizé et f : Ry — R la
fonction définie par :

1+ 2™

Vr € R+, f(l‘) = m

1. Montrer que f est dérivable sur R™ et calculer f'(x) pour
z > 0.

2. En étudiant le signe de f'(z) sur Ry, montrer que f at-
teint un minimum sur Ry que l’on déterminera.

3. En déduire l'inégalité suivante:

Vo € RT, (14+2)™ <271 (1 +2™).

4. Montrer que si x € RT et y € RT alors on a
(z+y)" <2"7H(@" +y").

Exercice 24 Soit f : [a,b] — R de classe C*.
Montrer que f est lipschitzienne.

Exercice 25 Soit f : [0,1] — R de classe C* sur [0,1]. On
suppose que f(0) =0 et que f'(x) > 0 pour tout z € [0,1].

1. Justifier que ' admet un minimum sur [0, 1].

2. Montrer qu’il existe m > 0 tel que :

Vr € [0,1], f(z) = ma.

Exercice 26 Soit g une fonction 2 fois dérivable sur [a,b] telle
que g(a) = g(b) =0 et g"(x) <0 pour tout x €|a,b|.

1. Justifier que : 3c €la, b, ¢'(c) = 0.
2. Montrer que :

Vz € [a,c], ¢'(z) >0 et Vz€le,bl, ¢ (x) <O0.

3. En déduire que : VYx € [a,b], g(x) > 0.

Exercice 27 Soit f : Ry — R, une fonction dérivable sur
Ry, telle que f(0) =0 et vérifiant

fl@) < f(2).

En étudiant les variations de la fonction g : © — e *f(x),
démontrer que la fonction [ est identiguement nulle.

Vx >0,




Exercice 28 Soit f : R — R dérivable et bornée telle que
() T 0. Montrer que £ = 0.
x (oo}

Indication : Appliquer TAF sur [z, 2x].

Exercice 29 Reégle de I’Hopital

Soient f,g : [a,b] = R deux fonctions continues sur [a,b]
(a < b) et dérivables sur ]a,b[. On suppose que g'(x) # 0 pour
tout = €la, b.

1. Montrer que g(x) # g(a) pour tout x €)a, b|.

2. Montrer qu’il existe ¢ €]a,b[ tel que
g'()(f(0) = f(a)) = f'(c)(9(b) — g(a)).

f'(x)
+g'(x)

f(z) — f(a)
Montrer que : hm () = g(a) =/

r—a™t

=/, ou £ est un nombre réel.

3. On suppose que hm

. . . cosx —e*
déterminer lim

. Application : —_ .
4. Application =0t (x4 1)e® —1

Exercice 30 Rolle a l'infini

Soit f : Ry — R une fonction continue sur Ry et dérivable sur
R% pour laquelle : f(0) = 1+imf =0.

On souhaite démontrer qu’il existe ¢ € R’ tel que f'(c) = 0.

On considere alors la fonction g définie sur [0, g} par :

f(tanz) six € [0,7m/2]
g(x) =

0 six=m/2

1. Etablir que g est continue sur [O, g}

2. Justifier que g est dérivable sur ]O,g[, puis calculer
g'(x).
3. Conclure.

Exercice 31 Formule d’Fuler Mac-Laurin
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C* sur [a,b] (a <b).
On s’intéresse a la fonction ¢ définie sur [a,b] par :

T —a

(@) + 1) +

N3
(@-a
12

avec A € R.

1. Justifier que ¢ est de classe C* sur [a,b], puis calculer
©'(x) et " (x) pour tout x € [a,b].

2. Calculer p(a), puis déterminer A tel que p(b) = 0.
Dans toute la suite de I’exercice, on suppose que A est
un tel réel.

3. Montrer qu’il existe ¢1 €|a,b| tel que ¢'(c1) = 0. Que
vaut ¢’ (a) ?

4. Montrer qu’il existe c €]a, b[ tel que ¢"(c) = 0.
5. En déduire que :

b—a
2

f(b) = fla) = (f'(a) + 9 (c).

—a)?
poy -

Cette formule est appelée formule d’Euler Mac-
Laurin.

Exercice 32 Soit f : Ry — R’ une fonction bornée deuz fois
dérivable et telle qu’il existe a > 0 tel que :

< f(2).

1. FEtude de la monotonie de f

Ve e Ry, af(x)

(a.) Que dire de la monotonie de f' ?

(b.) Justifier que f' admet une limite en +0o. On pose
alors ' = lim f'(z).

r—+00

(c.) Montrer que :

Vaz >0, 3¢, € |z, 22[, f(22) — f(x) =2 f(cy).

(d.) Déduire que : ¢' = 0.

(e.) Conclure des questions précédentes que f est décrois-
sante sur Ry.

2. Détermination de la limite de f en +oco

(a.) Montrer que f admet nécessairement une limite finie
en +00. On pose alors £ = lim f(x).
Tr—r+o0

(b.) On suppose que £ > 0. Montrer que :
vVt =0, f(t) = ol

(c.) Montrer que : Yx >0, f'(x) > f'(0) + Lawz.

(d.) En déduire une absurdité puis montrer que £ =0
3. Majoration de la fonction f.

(a.) Etudier la monotonie et la limite en 400 de la fonc-
2
= a(f(@)* — (f'(z))

(b.) Déduire de la question précédente que :

>0, Vaf(z)+ f

(c.) Etablir que la fonction h définie sur Ry par h(z) =
f(x)eV® est décroissante sur R

0, f(z) < f(0)eVor,

tion g définie par g(x)

(z) <0.

(d.) Conclure que : Vx >




