Feuille d’exercices N°15
Continuité

Exercice 1 Etudier la continuité sur R des fonctions suiv-
antes :

(a) f(z)=a? cos% six#0, et f(0)=0;

(b) g(x) :sin;vsinl stz #0, et g(0) =0 ;
T

(¢) h(z) = z|z].
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1. Soit a € R.

lim <a + ﬂ) .
n—-+oo n

2. Soit f : R — R définie par

{1 sizeQ

0 stnon.

Exercice 2 Calculer

fz) =
Montrer que f est totalement discontinue.
8. Soit g : R — R définie par
xsix€eQ
g9(x) =

0 stnon.

On veut montrer que 0 est le seul point de continuité de
g.

a. Etablir que : Yz € R, |g(z)| < ||
b. En déduire que g est continue en 0.

c. Montrer que g est discontinue en tout point a € R*.

Exercice 3 Dire si les fonctions suivantes sont prolongeables
par continuité a R tout entier :

(a) f(z) =sin(x)sin(l/z) si xz # 0;
(b) g(x) = cos(x) cos(l/x) si x #0;
(¢) h(z) =sin(x +1)In|l + x| si x # —1.

Exercice 4 Soit f : [0,2] — R une fonction continue telle que
f(0) = f(2). Montrer que :

Je e [0,1], flc+1)= f(c).

Exercice 5 Soient f : [a,b] — R continue et p,q € R*. Mon-
trer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que

p-f(a) +q.f(b) = (p+q).f(c)
Exercice 6 Soient f,g : [a,b] = R deux fonctions continues
telles que f(a) < g(a) et f(b) = g(b). Montrer qu’il existe
c € la,b] tel que f(c) = g(c).

Exercice 7 Soit f : [a,b] — [a,b] continue. Montrer que f
admet un point fize.

Exercice 8 Soit f : R — R continue telle que l_imf =—1cet
li =1.
i)
1. a. Peut-on avoir : Ve € R_, f(x) >0 ¢
b. En déduire que : Ja € R_, f(a) < 0.

2. Justifier que : 3b € Ry, f(b) > 0.
3. En déduire que [ s’annule.

Exercice 9 Soit f : [0,400[ — R une fonction continue, pos-

lim @ =/ <1.
r—r+o0 xX

On souhaite montrer que f admet un point fixe.
On considere alors la fonction g : x — f(x) — x.

itive et telle que :

1. Vérifier que g est continue sur R .
2. Quel est le signe de g(0) ?

3. Calculer : mginoog(x)
4. En déduire : Ixg € Ry, g(xp) < 0.
5. Conclure que : Ja € Ry, f(a) = a.

Exercice 10 Soient n € N* et f : [0,1] — R une fonction
continue sur [0,1] telle que f(0) = f(1).

On pose : g(z) = f (:c + ;) — f(x).

1
1. Montrer que g est continue sur [0, 1-— } .
n

n—1
2. Calculer : Z g <k)
n

k=0

k
3. a. Peut on avoir : Vk € [0,n—1], g () >0 7
n

n

k
b. En déduire que : 3k € [0,n —1], g ( 1) <0.
ka
4. Montrer que : ko € [0,n—1], 9| — ) > 0.
n
. 1
5. Démontrer que : Jc, € {0, 1-— } ,
n
Jew) = £ (ent
n) — n " .

Exercice 11 Soit f : R — {0,1} continue. Montrer que f est
constante.

Exercice 12 Soit f : R — R continue telle que pour chaque
z €R, f(z)? =1. Montrer que f =1 ou f = —1.

Exercice 13 Soit f : [0,1] = R continue.

1. Justifier : AM >0, Vt € [0, 1], |f()| < M.




M
n+1’

2. Montrer que : VYn € N,

/Olt”f(t) dt’ <

1
3. Déduire que : / t"f(t)dt —— 0.
0 n—oo
Exercice 14 Soient f,g : [a,b] = R continues telles que
vV € [a,b], f(z) < g(x).
Montrer qu’il existe a > 0 tel que

Vo € [a,b], f(z) < g(x) — a.

Exercice 15 Soient f,g :
que :

[a,b] — R continues. On suppose

vV x € a,b], f(z)>g(z)>0.
Montrer qu’il existe k > 1 tel que f > kg.

Exercice 16 Soient a,b € R tels que 0 < a < b et
f i [a,b] = R une fonction continue sur [a,b]. Montrer que :
Jo, B €R, Vz € [a,b], ax < f(z) < .

Exercice 17 Soit f : Ry — R continue admettant une limite
finie en +o00. Montrer que f est bornée sur R..

Exercice 18 Soit f : R — R une fonction continue et T-
périodique. On veut montrer que f est bornée sur R.

1. Justifier qu’il existe M € R tel que :

Ve € [0,7], |f(@)] < M.

2. Soientx € R et n = —L%j

a. Montrer que : x +nT € [0,T].
b. En déduire que : |f(z)| < M.

c. Conclure que f est bornée sur R.

Exercice 19 Soient k € [0,1] et f : R — R une fonction k-
lipschitzienne telle que f(0) = 0.
Soient a € R et (uy,) la suite réelle déterminée par

w=a e YneN, u,qp1 = f(un).

1. Montrer que : Vn € N, |u,| < k"|al.

2. En déduire que : u, +—> 0.

Exercice 20 Soit f : R — R une fonction continue en 0 telle
que :

Ve e R, f(2z) = f(z).
1. Montrer que : Ve € R, Vn €N, f(z)=f (%)
2. En déduire que f est une fonction constante.
Exercice 21 Soit f: R — R continue telle que
Vr,y €R, flz+y) = fz)+ f(y).
1. Calculer f(0) et montrer que f est impaire.

2. Justifier que : ¥(n,z) € Z xR, f(nz) = nf(z).

3. Etablir que pour tout r € Q, f(r) = ar avec a = f(1).

[nx]
_— — X.
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4. Soit x € R. Montrer que :

5. Conclure que pour tout x € R, f(z) = ax.

Exercice 22 Soit f : R — R une fonction continue en 1 telle
que :

1
Vr € R, f(x; ) = f(z).
Soient x € R et (uy,) la suite définie par
n+1
ug=x et VnéeN, unH:u 2+ .

1. Exprimer u, en fonction de n.
En déduire que (uy,) est convergente et calculer sa limite.

2. Montrer que : ¥n € N, f(u,) = f(x).
3. Montrer que f est constante.
Exercice 23 Soit f : R — R une fonction continue telle que :
S =tnf =t
On veut monter que f admet un minimum sur R, i.e. :
deeR, VzxeR, f(z)=f(c).
1. Montrer qu’il existe a € R* et b € R tels que :

Ve <a, f(x) 2 f(0) et Vz=b, f(z)>= f(0).

2. Justifier qu’il existe ¢ € [a,b] tel que :
Vz € [a,b], f(x) = f(c).

3. Comparer f(0) et f(c).
4. Conclure que f admet un minimum sur R en c.
Exercice 24 Soit la fonction f:]0,1] — R définie par :

zlnzx

fz) =

1. Vérifier que f est prolongeable par continuité en 0.
On note alors g le prolongement par continuité de f en
0.

2. Montrer que g posséde un minimum sur [0, 1].

3. En déduire que f posséde un minimum sur |0, 1].

Exercice 25 Soit f : R — R une fonction continue et décrois-
sante. On veut montrer que f admet un unique point fixe, pour
cela on introduit la fonction g : v — f(x) — x.

1. a. Justifier que f admet en +oo une limite ¢ dans
R U {—o0}.

b. En déduire que : lim g(z)= —o0.

r—+o0

2. Montrer que : lim g(z) = +o0.
T—r—00

3. Etablir que g est strictement décroissante.




4. En déduire que g réalise une bijection de R sur R.
5. Conclure que f admet un unique point fixe.

Exercice 26 Soit f : R} — R croissante telle que g : x© +—

f(z)

x
Indication : on pourra étudier la continuité a droite et la con-
tinuité a gauche.

soit décroissante. Montrer que f est continue sur R’ .

Exercice 27 Soit f : R — R une fonction continue en 0 et en
1 telle que : Yz € R, f(z) = f(2?).

1. Etablir que f est paire.
2. Soient © > 0 et (un) la suite définie par :

up=x et Yn € N, up11 = /uy,.

1
i

VneN, u, =x2".

S

. Montrer que :

b. En déduire que : lim wu, = 1.

n—-+o0o
c. Montrer que : ¥n € N, f(u,) = f(z).

d. En déduire que f est constante sur R .

8. Montrer que f est constante sur R.

Exercice 28 Soient f,g : [a,b] — [a,b] continues telles que :
Vz € [a,b], fog(x) =go f(z)
On pose E = {z € [a,b] : f(x) = z}.
1. Montrer que :

Jxp € [a,b], f(x0) = xo.

2. Justifier que E admet une borne inférieure et une borne
supérieure. On notera « = inf E et f = sup E.

3. Vérifier que : a, B € [a,b].

4. Justifier qu’il existe une suite (a,) d’éléments de E telle

que o, —+> a. On montrerait de méme qu’il existe
n—-+0oo

une suite (B,) d’éléments de E telle que S, —+> 8.
n——+0oo

5. Montrer que « et B sont dans E.
6. Montrer que g(«) et g(8) sont dans E.

7. Etablir que : 3c € [a,b], f(c) = g(c).

Exercice 29 On propose de fournir une démonstration du
théoreme des waleurs intermédiaires en wutilisant la borne
supérieure.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(a) < 0 et
f(b) = 0. On considére I’ensemble

A={z€lab] : f(z) <0}.
1. Justifier que A admet une borne supérieure.
alors ¢ = sup A.

On pose

2. Etablir que c € [a,b].

3. Montrer qu’il existe une suite (¢,,) d’éléments de A telle
que ¢, ——> C.
n—-+oo

4. En déduire que f(c) < 0.

5. On suppose que ¢ =b. Montrer que : f(c) = 0.

6. On suppose que ¢ < b.

a. Montrer que : Yx €]c,b], f(z) > 0.

b. En déduire que : f(c) =0.

7. Conclure.




