Feuille d’exercices N°06

Primitives et Calcul Intégral

Exercice 1 Calculer les intégrales suivantes :

1 2
/ |22 — 1| dz et / max(e®,2)dx
0 0

Exercice 2 Déterminer des primitives des fonctions
suivantes :

In(Int) 1
- — t s t ———
tIn~ ¢ t t+tln“t¢
foy L t s tet” fey L
e L
t+Vt 1+et

Exercice 3 (Changement de variables) En effectu-
ant des changement de variables, calculer une prim-

cos? zv/tanx

itive de x — xsin(z?) et et de x

Exercice 4 (Regle de Bioche)

e Méthode 1 : Primtive de
x +— cosP(x) sin?(z) :

(i) Sip et q sont impaires, on considére
t = cos(2x).
(i) Sip est pair et q est impair, on considére
t = cos(x).
(iii) Siq est pair et p est imapair, on considére
t = sin(x).

Déterminer des primitives des fonctions suiv-
antes :

x 1+ cos®(x) sin®(z) x — sin?(z) cos®(x)

x> cos®(z)

o Méthode 2 :

rationelle en (cos(x),sin(x) :

Primitive d’une fraction

/¢(x)dw

(i) Si ¢(x)dz est invariante si on remplace
par —x, on pose t = cos(z).

(i) Si ¢(x)dx est in invariante si on rempalce
x par ™ — x, on pose t = sin(x).

(#ii) Si p(x)dx est invariante si on remplace
par ™+ x, on pose t = tan(x).
(iv) Sinon, on pose t = tan(x/2).

Déterminer des primitives des fonctions suiv-

antes :

1 sin(x)
r— ———etr—
1+ sin(z)

2 cos(z) — sin?(z)

Exercice 5 Déterminer des primitives des fonctions
susvantes :

t— tarctant t+>tsin2t t — arccost
! t s (1 +t)e' cost t = In(1 +t?)
cos?t
. 1 2t
t > arcsint tr—>t z€ C\R t—te
—z

t—tin(l+1¢) t+— tarctan(t)

Exercice 6 Déterminer des primitives des fonctions
susvantes :

1 1
- @@ t— —
2 —3t+2 t?+t+1
t— t — L
t24+t+1 t2-2t+1
Exercice 7 1. Déterminer des primitives de la
fonction x — xel =11,

t—

2. En déduire les primitives de la fonction x —
xe sinz.

Exercice 8 Soit f : R — R une fonction continue.
Justifier que la fonction g : R — R définie par

x2

F(t)dt

2x
est dérivable sur R et exprimer sa dérivée.

g(w) =

Exercice 9 Soit g : R — R une fonction continue.
On pose, pour tout r € R,

F@) = /0 iz — £)g(t) dt.

Montrer que f est dérivable et que

flx) = /037 cos(t — x)g(t) dt.
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Exercice 10 Soient p et q deux entiers naturels. On
pose

1
I0.0)= [ o1~ a)rd.
0
1. Montrer que I(q,p) = I(p,q).
2. Exzprimer I(p+1,q) o Uaide de I(p,q+ 1).
3. Calculer 1(0,q).
4. En déduire I(p,q).

1
d

Exercice 11 1. Calculer lintégrale / 2735

0o X%+ 2z A

2. En effectuant le changement de variable
u = cosx, calculer l’intégrale suivante :

/2
1=
o 3

Exercice 12 On considére les intégrales :

I:/4 dr et J = /
0

1. Rechercher des réels a, b et c tels que :

sinx

dx.

—sin?z + 2cosx

sinx COS T

cosT + sinx cosas+bmx

bu +c
1402’

I+u) (l+u2)

a
14+u

u

1
En dédui —=d
n euzre/o 070 d+w) U

Calculer I en effectuant le changement de vari-
able v = tanx.

Calculer I +J et I — J. Retrouver la valeur de
I.

4.

Exercice 13 Soient a > 0 et f une fonction con-
tinue sur [—a, a.

1. Montrer que :

0 a
= [ -

2. On suppose que f est paire. Déduire que :

:l ft)dt = 2/0a f(t)dt

3. On suppose que [ est impaire. Déduire que :

Exercice 14 On considére la fonction H définie par
2
t
—dt.
t

H(ac):/;C ¢

1. Déterminer ’ensemble de définition D de H.

2. Démontrer que H est dérivable sur D et déter-

miner H'.
Soit x > 1. Montrer que : e"Inz < H(z).
. Bn déduire la limite de H en +o0.

Préciser la nature de la branche infinie de H
5" au voisinage de +00.
Exercice 15 Soient (uy) et (
par :

vn) les suites définies

Vn € N,u, = dz et

1 xn
/0 V1 + z2
xn+2
vn:/ dxr
o (14+22)vV1+42?
1.

Montrer que (uy,) est une suite décroissante.

2. En déduire que (uy,) est une suite convergente.

3. Montrer que pour tout n € N, on a :

Ogunéi.
n+1

. En déduire la limite de la suite (u,).

Montrer que (vy,) tend vers 0.

Montrer que pour tout n € N, on a :

1
V2(n+1) i

1
n+1

Uy = Up-

7. En déduire la limite de la suite (nuy,).

Exercice 16 Calculer l'intégrale

L 1
Indication : on pourra poser u = —.
x

Exercice 17 Soit f :
Montrer que

0,1

] = R continue et bornée.

1
li t"f(t)dt =0.
np J, IO dE=0

Exercice 18 Soit f: R — R continue. Déterminer

1 xX
lim —

" ft)dt =

F(t) dt.

z—=0x Jo
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Exercice 19 Soit f une fonction continue sur [a, b]
et telle que :

Vz € [a,b], fla+b—1x) = f(z).

1. Eu utilisant le changement de variable
t=a+b— x, montrer que :

/abxf( :a+b/f

2. En déduire la valeur de / _wsmE
o 1+ cos?zx

Exercice 20 Pourn € N, on pose

1 2n+1
I, = / T de
0 1 + SL'Q

1. Calculer 1.

2. Calculer Iy + 1. En déduire 1.

a. Quel est le signe de I, ?

b. Montrer que (I,), oy est décroissante.

1
2n+2°
1
2n+2°
e. Montrer que la suite (I,,),cy est conver-

gente et calculer sa limite.

) —In

c. Montrer que : ¥Yn € NI, +1,41 =

d. En déduire que: Yn € N, I, <

f. Montrer par récurrence que :

Vn € N*, 2(—1)""'1, (2”:

k=1
g. En déduire

n k—1
-1
i S EUT
n——+o00
k=1
. A Daide dune intégration par parties,
montrer que :

x2n+3

I, = ! + ! /1 dz
"An+1) n+1lJy 14227

b. Etablir les inégalités :

m2n+3 1

S on44°

1
VneN,0</ 2cl33<
o (1+22)

c. En déduire lirJrr1 nl,.

n—r+00

4. A Uaide des questions précédentes, donner un
équivalent de

i%—lnz

k=1

Quand n tend vers +oo.

Exercice 21 Intégrales de Wallis
Pour n € N, on pose

/2
I, = / sin” ¢t d¢.
0

1. Calculer Iy et I.

2. En exploitant le changement de variable

w/2
r = — —t, montrer que I, = / cos" tdt.
0

2
3. Montrer que : Yn € N, I, > 0.

4. Montrer que la suite (I,)nen est décroissante.

5. A laide d’une intégration par parties, montrer

que :

n+1

VneN I o= "1,
neN, Inio n+2
2. 6. En déduire que :
(2p)! (27p!)?

A N, I, = — et I = —
P et fap ep?2 T gp 1))

7. Justifier que pour tout n € N,
I.io < I,y1 < I, puis déduire que
1
lim =1,
n—-4o0o In

8. Etablir que :

VneN,(n+ )l l, = g

™
lim nI —.
n—4oo 2

9. Montrer que :
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