Feuille d’exercices N°03
Fonctions usuelles

Exercice 1 Calculer :
1. arcos(cos(257))

. . 34w
4. arcsin | sin [ ——
3
. . 397
2. arcsin | sin [ —
2
357 3
8. arcos | cos e 5. arctan tanZ

Exercice 2 Soit A = arctan(2) + arctan(3).
1. Montrer que A € }g,w[.

2. Calculer tan(A).

3. En déduire que A = Z%T

Exercice 3 1. Montrer que :

Va € [-1,1], cos (g - arcsin(z)) = cos(arccos(x)).
2. En déduire : Yx € [—1,1], arccos(z) + arcsin(z) = —.

3. Retrouver le résultat précédent en étudiant la dérivée de
la fonction f : z + arccos(x) + arcsin(x).

4. Résoudre dans R l’équation suivante, d’inconnu x € R :

. 1 n 3 T
arcsin [ —— arccos [ = | = —.
1+ 22 5 2

1. Montrer que pour tout x € [-1,1] :

sin(arccos(z)) = cos(arcsin(z)) = /1 — z2.

Exercice 4

1
2. En effectuant des encadrements de arcsin (3) et

, montrer que

in (1) + 1 e 0,7
arcsin 3 arccos 1 , T

3. En utilisant les questions précédentes, résoudre l’équation

(1 1
: arcos(z) = arcsin 3 + arccos 1)

Vo € R}, arctan(z) +

1
arccos | —

Exercice 5 1. Montrer que :
¢ 1 us
arctan [ — | = —.
T 2

1
2. En déduire que : Yz € R, arctan(z) 4 arctan <) =
x
T
5"
3. Etudier la nature la branche infinie de f : x — x arctan x
au voisinage de +00.

Exercice 6 Prouver que pour tout x € R :

arctan(z) + 2 arctan (\/ 1422 — x) = g
Exercice 7 On appelle ’argument principal d’un nombre com-
plexe non nul z Punique argument de z dans Uintervalle |—m, m].
Le but de cet exercice est de calculer I’argument principal d’un
nombre complexe non nul en utilisant la fonction arctan.

Soit z = x + iy € C* avec x,y € R, a argument principal de
zetr=|z|

1. Exprimer x ety en fonction de r et a.

2. Déterminer a si x = 0.
Dans la suite de cette question on suppose que x # 0.

3. Montrer que : tan(a) = g
x
4. Montrer que :
T
>0, dorsace -T2
(a) six alors « 5
(b) six<0ety=0, alorsae]gﬂr];
(c) sizx<0ety<O, alorsae}fﬂ',fg[.
5. En déduire que :
arctan (Q) six >0
x

arctan(g)—i—ﬂ stx<0ety>0
T

arctan(y)—ﬂ stx<0ety<O0
T

Exercice 8 Exprimer cosh(z + y) et sinh(z + y) en fonction
de cosh(x), cosh(y), sinh(x), sinh(y).

Exercice 9 Simplifier les expressions suivantes (il ne doit plus
figurer de fonctions trigonométriques directes et réciproques) :

f(z) = cos(arctan x) et g(x) = sin(arctan ).

Exercice 10 Déterminer les domaines de définition des fonc-
tions f : x — cos(arccos(z))et
g : x — arccos(cos(z)).

Exercice 11 On pose :

11—z
f(z) = arctan ( 1 +:c>

1. Déterminer le domaine de définition de f.
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2. Montrer que ¢ : t — tan(t) est une bijection de [O, g[

sur un intervalle a déterminer.

3. Pour cette question et les deux suivantes, on fixe un réel
€ |-1,1]. Justifier qu’il existe un unique 0 € [O, g [ tel

1_
quetan(e)zwl_’_z.

Montrer que x = cos(26).

Donner une expression simplifiée de f(x).

Déterminer l’ensemble de dérivabilité de f et calculer f'.

XS &

Retrouver alors Uexpression simplifiée de f.

Exercice 12 Formule de Méchin

1 1
1. Montrer que : 4arctan | — | —arctan | —= | € }—7, — [
5 239 2°2

1 1
2. Calculer tan (2 arctan (5>>, puis tan (4 arctan (5>) .

3. En dédwire l’égalité suivante :

4 arct 71 — t —1 = —
I n I n = .
arcta 5 arcta 239 1

Exercice 13 Soit f : x — arccos(cos(x)) — arccos(cos(2z)).
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Déterminer le domaine d’étude de f.

3. Simplifier f(x) pour tout x € [0, g} .

4. Simplifier f(x) pour tout x € [g, 77}.
5. Tracer le graphe de f.

Exercice 14 1. Montrer que : arcsinhz =

ln(er x2+1).

Ve € R,

2. Montrer que : Yx > 1, arccoshz = In (:c +VaZ — 1).

3. Montrer que :

1 1
Vx €] —1,1], arctanha = iln <1+i>.

Exercice 15 On pose f(x) = arctan(sinh z) 4 arccos(tanh x).

1. Donner le domaine de définition et le domaine de dériv-
abilité de f.

2. Montrer que f' est nulle sur son domaine de dérivabilité.

5 5 s
. M — i
3 ontrer que arctan (12> + arccos (13) 5

Exercice 16 Résoudre les équations suivantes:
3
arccos & = 2 arccos 1

s
arctan 2x + arctanz = 1

. .2 .3
arcsin r = arcsin 5 -+ arcsin g

Exercice 17 On cherche a résoudre sur R [’équation suivante

5
arctan(x — 3) + arctan(x) 4+ arctan(z + 3) = %

1 1 1
1. Monter que : arctan 3 -+ arctan 5 —+ arctan 3 = 1
2. En déduire que x =5 est solution.

3. Etudier la monotonie de la fonction f : x + arctan(z —
3) + arctan(z) + arctan(x + 3). Conclure.

Exercice 18 Soient a et b deur nombres réels positifs.

1. Prouver qu’il existe un unique c € R tel que

arctan(a) — arctan(b) = arctan(c).

2. Ezprimer c en fonction de a et b.
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