Feuille d’exercices N°19
Polynémes et Frac. rationnelles

%xercice 1 On veut déterminer les polynémes P € K[X] véri-
ant

P? 4P =0 (%)

1. Déterminer les polynémes constants P € K[X| vérifiant
().
2. Soit P € K[X] un polynome non constant vérifiant ().

(1) Quel est le degré de P ?
(2) Déterminer P.

3. Conclure.

%}Xercice 2 On veut déterminer les polynomes P € K[X] véri-
ant

(X24+1)P"—6P =0 (%)

1. Déterminer les polynomes P € K[X] de degré inférieur
ou égal o 1 vérifiant ().
2. Soit P € K[X] un polynome de degré n > 2 vérifiant ().
(1) Déterminer n.

(2) Déterminer P.
3. Conclure.

Exercice 3 Résoudre l’équation suivante :
Q2 — XP2

d’inconnues P,Q € K [X].

Exercice 4 On veut déterminer les polynomes P € K[X] véri-
fiant la relation :

(E): P(X%) = (X?+1)P(X).

1. Déterminer les polynémes constants vérifiant (E).
2. Soit P € K[X] un polynéme non constant vérifiant (E).

(1) Quel est le degré de P ?
(2) Déterminer P.

3. Conclure.

Exercice 5 Déterminer tous les polynomes de C[X] tels que :

P(1)=3,P'(1)=4,P"(1) =5, et ¥n >3, P™(1) = 0.

Exercice 6 Soit n > 2. On pose
P,=(X -3 +(X-2)" -2

1. Déterminer le reste de P, dans la division euclidienne
par X — 3.

2. Déterminer le reste de P, dans la division euclidienne
par (X —2)%.

3. Déterminer le reste de P, dans la division euclidienne
par (X —2)(X —3).

Exercice 7 Soitn € N, avec n > 2.
Déterminer le reste de la division euclidienne de

P=(X-2"+(X-1)"+1
par (X —1)%(X —2).

Exercice 8 Soit P € K[X] et (a,b) € K* a # b.
1. Déterminer le reste de la division euclidienne de P par
le polynome X — a.
2. Déterminer le reste de la division euclidienne de
Ppar(X —a)(X —b).
3. Déterminer le reste de la division euclidienne de
Ppar(X —a)%.

Exercice 9 Soient a € K et P € K[X].
En exploitant la formule de Taylor, déterminer le reste de la

division euclidienne de P par (X — a)®.

Exercice 10 Soit la matrice :
21
1. Montrer que (A — I) (A —3I3) = 0.
2. Soitn € N. Déterminer le reste de la division euclidienne

de X" par(X — 1)(X — 3).
3. En déduire la valeur de A™ pour tout n € N.

Exercice 11 Soientn > 2 et § € R.
Déterminer le reste dans R[X] dans la division euclidienne de

P = (Xsinf+cosf)" par X + 1.

Exercice 12 Soit P € C[X] non constant.
Montrer que :

YAeC, 3zeC, P(z)=A\

Exercice 13 Soit (\, u) € R?.
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (A, u) pour

que X2 41 divise P = X 4+ X3 4+ AX? 4 X + 2.

Exercice 14 Pour tout n € N*, quelle est l’ordre de multiplic-
ité de 1 en tant que racine de P =nX""' — (n+ 1)X" +1 2

Exercice 15 Soit n > 3. Démontrer que le polynome P =
X" —nX +1 n'a que des racines simples.

Exercice 16 Justifier les divisibilités suivantes :
1L.YneN X? | (X+1)"-nX—1;
2. Vn e N* (X —=1)* | nX""2 — (n4+2)- X"+ (n+2)X —n.

Exercice 17 1. Factoriser 1 + X + X? dans C[X].
2. Montrer que:

Y(n,p,q) € N3 1+ X + X2 | X3 4 X314 x3a+2




Exercice 18 1. Soit P € K, [X].
Montrer que si P(i) = 0 pour tout i € [0,n], alors P = 0.
2. Soient P,Q € K[X].
Montrer que si P(x) = Q(x) pour tout x € [0,1], alors
P=0Q.

1

Exercice 19 Soit P € R[X] tel que [ P?(t)dt = 0.
0

1. Montrer que : ¥Vt € [0,1], P(t) = 0.

2. En déduire que P = 0.

Exercice 20 Soit P € R[X] tel que P(X + 1) = P(X). On
souhaite montrer que P est un polyndme constant avec deux

méthodes.
1. Méthode 1 : On pose Q(X) = P(X) — P(0).
(1) Montrer que tout entier naturel n est racine de Q.
(2) En déduire que Q est le polyndéme nul, puis conclure.
2. Méthode 2 : On suppose que P est non constant.

(1) Justifier que P admet une racine o dans C.
(2) Montrer que : ¥n € N, P(a+n) = 0.
(3) Conclure.

Exercice 21 On veut montrer qu’il existe un unique P € R[X]

tel que :
(%).

1. Déterminer un polynome P € R[X] vérifiant (¥ ).
2. Montrer l'unicité du polynéme P trouver dans la question
précédente.

Vit € R, P(sint) =sin3t¢

E)lcercice 22 On suppose qu’il existe un polynome P € C[X]
tel que :

VzeC, P(z)=2z
1. Montrer que P = X.

2. Montrer que P = —X.
3. Conclure.

Exercice 23 Factoriser dans C[X] et R[X] le polynome

P=(X*-X+1)"+1.

Exercice 24 Factoriser dans C[X] puis dans RI[X] les
polyndmes suivants :

X% -1 X5 -1 X% +1.

Exercice 25 Factoriser dans R[X] les polynomes sutvants :
X'+XxP+1 0 X'-2Xx?-3 0 XP4 X'+l

Exercice 26 On considére le polynome suivant :
P=X%+X"+3X"+2X°+3X*+ X +1.

1. Vérifier que i est racine multiple de P.
2. Justifier que P est divisible par (X2 + 1)2.
3. En déduire une factorisation de P sur R[X].

Exercice 27 Soit P = X*"*!' —1 (awvecn €N ).

1. Déterminer les racines de P dans C.
2. Factoriser P_dans C[X].

3. A Uaide du changement d’indice, £ = 2n + 1 — k, déter-
miner une nouvelle expression de :
2n
H (X — ei%) .
k=n-+1

4. Déduire la factorisation en facteurs irréductibles dans

R[X] de P.

Exercice 28 Soient n € N* et 0 € R.

On considére le polynome P = (X +1)" — e2™?.

1. Déterminer les racines complexes de P sous forme
trigonométrique.

2. Factoriser P dans C[X].

n—1
3. En calculant P(0), déterminer A = H sin (9 + kﬂ)
k=0
Exercice 29 Soient § € R et n € N*.
On consideére le polynome P = X*" — 2cos(nf) X" + 1.
1. Montrer que : P = (X" — me) (X" — *”’9),
2. Factoriser X" — ¢ dans C[X].

3. Déduire que la factorisation en facteurs irréductibles dans
C[X] de P s’écrit :

n—1
P=T(x-¢
k=0

4. A Uaide du changement d’indice, ¢ = n — k, déterminer
une nouvelle expression de :

)H(

9+2’“—“)).

n—1
H (X - ei(_g*'%Tﬂ)) .
k=1
5. En déduire la factorisation en facteurs irréductibles dans
R[X] de P.

Exercice 30 Pour n € N*. On pose P, = ZX’“.
k=0
1. Verifier que : X" —1= (X —1)P,.
2. Factoriser X" — 1 dans C[X].
3. En déduire une factorisation de P, dans C[X].
km

4. En calculant P,(1), calculer la valeur de H sin o

k=1

Exercice 31 Soit n € N. On considére le polynome P,, défini
par :
1
Py= o [(X 4+ )" — (X — @)
i
1. Déterminer le degré de P, et son coefficient dominant.
2. Montrer que le polynome P, admet n racines réelles (que
lon calculera).
3. Donner la décomposition en facteurs irréductibles dans
R[X] de P,.
4. Calculer la somme et le produit des racines de P, (on
distinguera les cas swivant la parité de n).

Exercice 32 Polynomes de Tchebychev
On définit une suite de polynomes (T},), cy en posant :
TQ = 17T1 =X etVn e N,Tn+2 = QXTn+1 — Tn

Ces polynomes sont appelés polynéomes de Tchebychev de pre-
miére espéce.




~

Déterminer Ty et Ts.

Montrer que, pour tout n € N, deg (T,,) = n.

3. Montrer que, pour tout n € N*, le coefficient dominant
T, est 2" 1.

4. Etablir que, pour tout n € N :

V8 € R, T,(cosf) = cosnb.

En déduire la valeur de T, (1).
Calculer la valeur de T, (1).
7. Soit n € N*.

(1) Déterminer les racines de T, appartenant a
Uintervalle [—1,1]. Combien y en a-t-il?

(2) Dire pourquoi toutes les racines complexes de T,, ap-
partiennent a [—1,1].

(8) Déduire la décomposition en facteurs irréductibles
dans R[X] de T,,.

o

S &

Exercice 33 (Polynémes d’interpolation de Lagrange)

Soit (ag,a1,...,a,) une famille d’éléments de K deuz o deux
distincts.
Pour tout ¢ € [0,n] on pose

1

Li(X) = i X H (X — ag).

(a; — ax) o<k<n ki
0<k<n ki Sksn

1. (1) Vérifier que : ¥(i,7) € [0,n]?, Li(a;) = 6 ;.
ot 0; 5 est le symbole de Kronecker qui est égal a 1
lorsque i = j et 0 sinon.
(2) Calculer deg(L;) pour i € [0,n].
2. Soient by, ...,b, des éléments de K.
On pose : P = ZbiLi~
i=0
(1) Veérifier que P € K, [X].
(2) Montrer que :

Vj € [0,n], P(a;) = b;.
(8) Soit Q € K,,[X] vérifiant :

Vj € [[Ovn]]’Q(aj) = bj'

Montrer que P = Q.
(4) Conclure qu’il existe un unique polynéme
P € K, [X] vérifiant :

Vj € [0,n], P(a;) = b;.




