Feuille d’exercices N°13
Suites Numériques

Exercice 1 Déterminer la limite, si celle-ci existe, des suites
(up) suivantes :

3n — (_Q)n
(_

() un="——""2" (D)u,=vVn2+n—vn2—n

n—vnZ+1
n+vn?—1

n

1 n
Yo Dw=X

(¢) un = (d)un:%ZkaJ (xR
k=1

(e)un:

k=1 k=1
n 1 2n 1
(9) un =) — (h)un = > —
k=1 \/E k=n+1 k

Exercice 2 Pour tout n € N*, on pose :

1 efnt
Up = / sin(nt)dt
o 1+1t"

1. Montrer que : Vn € N*, |u,| <

SEES

2. Calculer lim u,.
n—+00
Exercice 3 Soient a,b € R et soient (uy,), (v,) deuz suites
réelles telles que

Uy < a, Uy < b pour tout n € N

Up +Vy ——a+b

n—-+o00
Montrer que (uy,) converge vers a et que (vy,) converge vers b.

Exercice 4 Soient (u,) et (v,) deux suites telles que
O0<u, <1, 0<v, <1 et upv, — 1.

n——+o0o
Montrer que les suites (uy,) et (v,) convergent vers 1.

Exercice 5 Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que

ur + upvy +v2 —— 0
n—-+o0o

Démontrer que les suites (uy,) et (vy,) convergent vers 0.

Exercice 6 Soit (u,) une suite de réels strictement positifs.
On suppose Y/u, — L.

n—-+o0o

lim w, =0.

1. Montrer que si £ <1 alors
n—-+oo

2. Montrer que si £ > 1 alors

lim w, = +oo.
n—-+oo
Exercice 7 Soit (un)nen une suite de réels strictement posi-
tifs. On suppose
. U
lim —*L — .
n—+00 Uy

1. On suppose que £ < 1.

a. Montrer qu’il existe ng € N tel que la suite (up)n>n,
est décroissante.

b. Justifier que (Up)n>n, est convergente. On pose
alors L= lim wu,.
n——+00
c. Montrer que L =0, c-a-d u, — 0.
n—-+oo
o . nl . "
d. Application : Calculer lim — et lim
n—-+oo NN n——+oo n!

(a>0).

2. Montrer que si £ > 1 alors u, ———— +00.
—+0o0

n

Indication : On pourra considérer v, = —.
Un

Exercice 8 Soient a et b deux réels positifs fixés. On définit
deux suites (an),cn €t (bn),ey Par ag = a,by = b et les rela-
tions de récurrence

n b'ﬂ
Gn+1 =V anby, €t bpy1 = L.

1. Démontrer que : Yn € N, a,, > 0 et b, > 0.
2. Démontrer que : ¥Yn € N* a,, < by,.

3. Démontrer que la suite (an),cy- €st croissante et que la
suite (by), cn- e€st décroissante.

1
4. Démontrer : ¥n € N*, |byq1 — any1| < 3 |br, — anl .
5. En déduire que : Vn € N*,

1 n—1
|bn—an| < <2) |b1—a1|.

6. Démontrer que les suites (an),cy €t (bn),cy convergent
vers une limite commune.

Exercice 9 1. Montrer que la suite de terme général

n
U, = sin (%) n‘admet pas de limite.

2. Montrer que la suite de terme général
v, = cos ((n+ 1/n) ) nadmet pas de limite.

Exercice 10 Justifier que la suite de terme général
u, = cos(n) n'admet pas de limite.

1
Indication: cos(a) cos(b) = E(cos(a +b) + cos(a — b)).

Exercice 11 Soit (uy,) une suite réelle telle que

n
vnaPEN*; 0<“n+p< +p

np

Montrer que (uy) tend vers 0.




Exercice 12 Soit (uy,) une suite réelle telle que
(u2n), (uant1) et (usn) convergent.

1. Montrer que lim ug, = lim ug,, puis limug,+1 = lim ug,,.

2. En déduire que (uy) converge.

3

Exercice 13 Pour tout n € N*, on pose H,, =

i

1. Etudier la monotonie de (H,).

2. Montrer que : ¥n € N*, Ho,, — H,, >

DO =

3. En déduire que : lim H, = +4oo0.
n—-+oo

Exercice 14 Soit a > 0 et (uy,) la suite définie par :
up=a et VYneN, u,4q :un—f—ui.

1. Etudier la monotonie de la suite (uy,).

2. En déduire que uy, — ~+o00.
— 400

Exercice 15 Pour tout n € N*, on pose :

"1

k2
k=1

Sy, =
1. Etudier les variations de la suite (Sy,), - -

2. Montrer que pour tout k > 2

3. En déduire que la suite (Sy,),cn- €st magjorée par 2.

4. Justifier que la suite (S,,)
1<lim§S, <2.

nen+ €St convergente et que

Exercice 16 Soit (u,) une suite de réels décroissante et de
n

== Z (—1)kuk.

k=1

limite nulle. Pour tout n € N, on pose Sy,

1. Montrer que (Say) et (S2n+1) sont adjacentes.

2. En déduire que (Sy,) converge.

Application :
3. Soit n € N*. Montrer que :
2n (_1)]@71 2n+1 (_1)]@71
RN S R D D=
k=1 k=1
Lt
4. On pose T,, = Z , n > 1. Montrer soigneuse-
k=1

ment que (Sp)n est convergente et calculer sa limite.

Exercice 17 Soit (u,) une suite de nombre réels.

1. On suppose que (uy) est croissante et qu’elle admet une
suite extraite convergente. Montrer que (u,) converge.

2. On suppose que (uy,) est croissante et qu’elle admet une
suite extraite majorée. Montrer que (u,) converge.

Exercice 18 Soit (u,) une suite croissante de limite £. On

pose !
Uy +...

n =

+ up,
n
1. Montrer que (vy,) est croissante.
Uy, + Up
2
3. En déduire que v, —— .

n—-+o0o

2. Etablir que Vo =

Exercice 19 1. En exploitant la formule du bindéme de
Newton montrer que, pour tout n € N, a,, = (3+/5)"
(3—5B)" est un entier pair.

2. En déduire que la suite de terme général
= sin ((3 + \f) ) converge et déterminer sa limite.

Exercice 20 Trouver un équivalent simple des suites suiv-

antes.
“":nlgn(_n) 1#2:21 -2 :;; !
“”:n; i1 4 “”_Sm(\/nlﬁ>
un=1—cos< ) n:%
un:\/T _ 2’ ;;ril)ﬂ

@ Up = vntl=yn u, = v/In(n + 1)
w, = 1—6/)Sin%

77,2 + n3
Exercice 21 Déterminer les limites des suites (un),cy
définies pour tout n € N* par :

1 . 1\\"
Uy = 14 (In 1+ 55— ) up=(1+sin{—
n®+1 n

VAT
Up = —————
(n+ 1)V

—In(n)
Up=vVn+1l—vn—1

Exercice 22 Soit (u,) une suite réelle.

1. On suppose que u, # —1 pour tout n € N.
U

0= u, —— 0.
n—-4oo

Montrer que :
—+ Uy n—+oo

n pg
2. On suppose que Ty ——— 0 et (up) est bornée.
Montrer que u,, —> 0.
—+00

Exercice 23 Pour tout n € N*,

_ & o - (_1)k_1
—Z et SH_ZT‘

k=1 k=1

on pose

1. Etablir que pour tout p > 1,

P+l g 1 P o1
/ —dxr < — \/ —dx.
» x P p—1 T

2. En déduire la limite de (S,,).




3. A l'aide du changement d’indice { = k+1, exprimer S, 1
en fonction de S, pour tout n € N*.

4. Etablir que S, = S, pour tout n € N*.
5. En déduire la limite de (S})).

Exercice 24 1. Montrer que :

2

Va >0, x—Egln(l—i—x)é:ﬂ.

- k
2. En déduire que lim I I (1 + 2) existe et la calculer.
n—+o0o el n

Exercice 25 Soit (u,) une suite réelle convergeant vers £ € R.
1. On suppose que £ € R\ Z.
a. Justifier que : €] < £ < €] + 1.
b. Montrer que : |uy,| e 1].
2. Trouver une suite réelle (un) convergeant vers un { € Z

telle que (|un]) ne converge pas vers |£].

Exercice 26 Soit (u,) une suite a valeurs dans Z, conver-
gente. On veut montrer que (up) est stationnaire.

On note £ = lim wu,.
n—-+oo
1
1. Justifier : Ing € N, Vn = ng, |up, — €| < 3
2. En déduire que : ¥Yn = ng, |tup — Un,| < 1.

3. Conclure que (u,) est stationnaire.

Exercice 27 1. Pourn € N, On pose :

1
1— )"
In:/ d-a)" e’ dx.
0 n

!

a. Calculer I.

b. Montrer que la suite (I,) tend vers 0.

1
c. Montrer que : VYn eN, I, = m + Inyq-

o |

d. En déduire que : e= ngr}rlooz 2k

k=0
2. Pour tout n € N, on pose
"1 "1 1 1
=) g @ b= Gt =t

lim a, =

Observons que
n—-+oo

a. Justifier que (ay) et (b,) sont strictement mono-
tones et adjacentes.

b. Montrer que pour tout n € N, a,, < e < by,.

c. En déduire que pour toutn € N, 0 <e —a, < —-
n

d. Construire une fonction en Python nommée Nom-
breNeper de paramétre € > 0 qui retourne une
valeur approchée de e a la précision €.

3. On désire montrer que e ¢ Q et pour cela on raisonne
par l’absurde en supposant e = b avec p € Z et g € N*.
q

a. Vérifier que le nombre ql(e — a,) est entier.

b. En déduire une contradiction et conclure.

2n+1 (=1)F
Exercice 28 Pour tout n € N, on pose S, = kz_o 2h)! et
1
T,=5,
T anta)

1. Montrer que (Sy)n est strictement croissante et que (Ty,)n
est strictement décroissante.

2. Que peut-on déduire quant & la convergence des deux
suites. On note par L leur limite.
On se propose de montrer que L est irrationnel. Pour
cela on raisonne par absurde : supposons qu’il existe

pEZetze N telsqueL:g
q

a. Montrer qu’il existe r € Z tel que :

r<§.(4q+4)!<r+l

b. Conclure que L est irrationnel.

Exercice 29 L’objectif de cet exercice et de voir trois méth-
odes différentes d’étude des suites récurrentes de type :

Tpy1 = f (xn)
1. Soit la suite (xy,),cy définie par xo =1 et :
xf’z + xn
5
vneN, 0Lz, <2.

b. Montrer que la suite (), oy est décroissante.

Vn € N, Tpt1 =

a. Montrer que :
c. En déduire que la suite (v,),y est convergente et
calculer sa limite.

2. Soit la suite (xy,),cy définie par xg =2 et :

5
z2 +4°

VneN, z,41=
a. Montrer que : VYn € N, 0 < x,, < 2.
3

— |, — 1.

b. Montrer que : Yn € N, |xp11 — 1] < 1

3 n
c. En déduire que : Vn € N, |z, — 1| < (4) :

d. En déduire que la suite (x,),cy est convergente et
déterminer sa limite.

3. Soit la suite (xy,),cyn définie par xo =1 et :

Ty, +3
Tp+1°

Montrer que : Yn € N, 1 < z,, < 2.

Vn € N,

Tn41 =

s R

Montrer que la suite (22,),,cy €St croissante.

o

En déduire que la suite (Tany1),cn €st décroissante.

d. Conclure que les suites (Tan),cy €t (Tant1),cn SONL
convergentes.

e. Montrer que les suites (Tan),cn €t (Tant1),en CON-
vergent vers la méme limite.

[ En déduire que la suite (xy,), oy converge et déter-
miner sa limite.




