Chapitre 0 : Rappels Calculatoires

1 L’ordre dans I’ensemble R des nombres réels

7 Définition 1

Etant donnés z,y € R, on dit que :

e 1 est inférieur ou égal & y, ou y est supérieur ou égal & x, et onnote x <youy >xsiy—=x
est positif ou nul.

e 1 est inférieur strictement a y, ou y est supérieur strictement a x, et on note x < y ou y > x,
si y — x est strictement positif.
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Propriétés 1

Les relations d’ordre < et > sur R vérifient les propriétés suivantes : Pour tous z,y et z € R

e Transitivité:
Siz<yety<z alors z < z.

e Compatibilité avec 1’addition :
Siz<y,alorsz+ 2z <y+z.

e Compatibilité avec la multiplication :
Siz>0etx <y, alors zz < yz.
Siz<0etx<y,alorszz > yz.

Remarque 1 Les relations d’ordre sont également compatibles avec la soustraction et la division par un
nombre strictement positif.

Exercice 2 Résoudre sur R l'inéquation Tx —1 < 3z — 7.

Remarque 2 Soient x1,29,1y1 et y2 € R.
1. Sixy < y1 et xg < yo, alors v1 + x3 < Y1 + Ys.

2. 510<x1 <y1 et 0<xo <yo alors 0 < x122 < Y19s.
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Notation. Sia € R — {0} et n € N, on pose a’ =1 et pour tout n >0a" =ax---xa, et a™" = —
—_———

an
n facteurs
On a alors pour tous z,y € R et tous m,n € Z :
Propriétés 2
m’l’b
o (wy)" =a"y" o gt = g™ o —=g""™
x

Remarque 3 Pour tout x € R, 22 > 0.

Application. Montrer que pour tous réels a, b, a® + b > 2ab.

b
Exercice 3 Soient a,b > 0. Comparer 1 — ¢ et — — 1.
a

Remarque 4 Si0<z<yetneN, alors 0 < z™ < y™.

Notation. Pour tout a > 0, il existe un unique b, > 0 tel que b2 = a. On note \/a := b, ou at = be. Plus
généralement, pour tout n € N — {0} et tout a > 0, il existe un unique b, > 0 tel que b = a et on note
Ya =, ou ar = b,.

Remarque 5 Les résultats dans Propriétés 2 restent vraies pour x,y > 0 et pour des puissances

r,s € Q —{0}.
Méthode 1 Comparer deux réels positifs revient tout simplement & comparer leurs carrées.

Exercice 4 Comparer V5 + /13 et v/34.

7 Définition 2 )

Si a et b sont deux réels tels que a < b, on appelle le segment [a, b] 'ensemble des réels compris entre
a et b.

Exemples 1 Sia € R, {a} = [a,q].

7 Définition 3 )

Un sous-ensemble I de R est dit un intervalle de R si pour tous z,y de I tels que z < y on a [z,y] C I.
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Propriétés 3

Les intervalles de R sont exactement les sous-ensembles suivants :
[a,b] = {x € R,a < x < b}, pour a <b
la,bj={z € R,a <z < b}, pour a <b
[a,b[={x € R,a <z < b}, poura <b
la,b] ={z € R,a <z < b}, pour a <b

[a,+o0[={z € R,a <z}, pour a € R
la,+oo[={z € R,a < z}, pour a € R
| — 00,8l = {z € R,z < b}, pour b € R
] —o00,b[={z € R,z < b}, pour b€ R

Exercice 5 Soient z,y € [1,2]. Encadrer %
= +y

7 Définition 4

On appelle valeur absolue d’un réel x, et qu’on note |z|, la valeur
r si x>0

—x st <0

Remarque 6 Pour tout x € R :
e |z| >0.
o |z| > et x| > —x.
Exemples 2 | — 1| =1 et |3.4| = 3.4.
Remarque 7 D’abord, on a|z| >0, et siz,y € R, on définit

r st x>y
max(z,y) =

alors |z| = max(x, —x).

Question Que désigne graphiquement la valeur |z — y| sur la droite réelle 7

Méthode 2 Pour démontrer que |z| <y, ot x ety sont réels, il suffit de montrer que x < y et que —z < y.
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Soient z,y € R, on a :

e Inégalité triangulaire :
|z +y| < [o] + [y

avec égalité si, et seulement s'il existe un réel positif A tel que x = Ay ou y = Az.

e Inégalité triangulaire renversée :

llz] = lyll <l -yl

Pour tous a,b € R
e Va2 = |al.

o |a] = b &= a® =1

Exercice 6 Résoudre sur R l’équation |4 — x| = .

Exercice 7 Résoudre graphiquement l'inéquation |z — 1] < 2.

4 Propriétés 4 )

Pour tous réels z et y > 0,
lz| <y <= —y<z<y

Exercice 8 Refuaire l’exercice 7 avec calcul.
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2 Reésolution des équations sur R

2.1 Equations de la forme az +b =0

Considérons sur R I’équation suivante :

ar+b=0 (1)

ot a,b € R. On note par S ’ensemble de solutions réels de (1).
On distingue les cas suivantes :

e ler cas : Sia=0.
— Sib=0, alors S =R.
— Sib#0,alors S =@.

e 2éme cas : Sia #0.
Alors, S = {_b}
a

2.2 Equations du deuxiéme degré

On s’intéresse maintenant aux équations du deuxiéme degré, i.e. les équations de la forme
az® +br+c=0 (2)

oua,b,ceReta#0.
On commence par calculer la valeur A = b — 4ac, qu’on appelle le discriminant du trinéme
aX? 4+ bX + c¢. Trois cas se présentent :

e ler cas: SiA>0:
On écrit alors A = §2, avec § € R. Alors I'équation (2) admet deux solutions réelles :
-b—9 _ —b+0

et x
2a 2 2a

xrp =

c
On a alors 1 + 10 = — et x1x0 = — et
a a

ar? +bx+c=alx —x)(x — 22)

Donc on a le tableau de signes suivant (en supposant par exemple que 21 < x9):

T —00 X1 T2 “+o00

ax? +br+c signe de a 0 signe opposé de a () signe de a

e 2éme cas: SIA=0:

L’équation en question alors admet une seule solution sur R, a savoir xg = % et
a

az® + bx + ¢ = a(x — z0)?

On a le tableau de signes suivant :

T —00 Zo +00

az® + bz +c signedea 0  signedea
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e 3éme cas : A < (0: L’équation alors n’admet pas de solutions dans R et
le signe de ax? + bx + c sur R est le signe de a .

Méthode 3 Le signe d’un trindme peut étre déterminé en étudiant ses racines, en calculant son
discriminant.

Exercice 9 Déterminer le signe de 2% + x — 2, pour tout x € R.

Exercice 10 Soient x,y € R. On note 3=x+1y et 2 =zy. Donner une équation sur R du deuxiéme degré
dont les solutions réelles sont x et y.

Méthode 4 Si P(x) = az? + bz + ¢ est un trinéme, ot a # 0 dont on remarque x1 une solution de

P(z) =0, alors une deuziéme solution de P(z) =0 est donnée par x2 = -

Exercice 11 Donner, sans calculer le discriminant, les solutions de I’équation x* — 4z + 3 = 0.

3 Calcul Trignomoétrique

tan
sin
tan(6)
sin(@) |-----------
70 ! cos
0 cos(6)

La fonction qui a chaque 6 € R fait associer I'abscisse (resp. la coordonnée) du point M, est appellée
cosinus et notée cos (resp. appellée sinus et notée sin) .
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La fonction tangente, notée tan, est la fonction définie sur R — {% +km, k€ Z} par tan(f) = cos(0)

0 101 5| 1|5 |2
sin(0) |0 L | 2|21
cos(f) | 1 ‘/7‘3’ ‘/75 $ 10

4 Proposition 3

La fonction cos (resp. sin) est strictement décroissante (resp. strictement croissante) sur Uintervalle

i)

( Proposition 4

Soient x,y € R. Alors,
o cos(z) =cos(y) <= = =y+2kr ouxz = —y+ 2n, avec k,l € Z.
e sin(z) =sin(y) <= r=y+2kroux =7 —y+2nr, avec k,l € Z.

o Siz,yd¢ {g + km, k € Z}, alors

tan(z) = tan(y) <= x =y +kn, aveck €Z

Remarque 8 Siz,y € R, pour exprimer le fait que x = y + 2k7 avec k € Z, on note x = y[27].

Corollaire 1

Siz € R, alors :

1. La fonction cos :
o cos(z) = -1 < x =27
e cos(r) =0 <= == F[n].
o cos(z) =1 < z=0[27].

2. La fonction sin :
o sin(z) = -1 < z=-F[27].
o sin(z) =0 <= z=0[n].

o sin(r) =1 <= z = Z[27].

Exercice 12 Résoudre sur R les deur équations suivantes:

cos(x) = \/73

sin(3x — m) = ~3
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Propriétés 5

Soit € R, alors

y —x T— Ttz |T—z| ST+=z
cos(y) | cos(xz) | —cos(z) | —cos(x) | sin(z) | — sin(z)
sin(y) | —sin(x) | sin(z) | —sin(z) | cos(x) | cos(x)

( Proposition 5

Pour tout = € R, cos?(x) + sin®(z) = 1.

Propriétés 6

Soient z,y € R, alors :

e cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y).

sin(xz 4+ y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z).

t t
Si tout est bien définie, alors tan(z + y) = - ané:) (+) ?;(:Ej))
— tan(x) tan(y

o cos(xz —y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y).

e sin(z — y) = sin(x) cos(y) — sin(y) cos(x).

t —t
e Si tout est bien définie, alors tan(z — y) = 7 j_nix)( );m(;(g))
an(x) tan(y
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Corollaire 2
Siz € R, alors
cos(2z) = cos?(z) — sin®(x)
= 2cos?(z) — 1
=  1-—2sin’(x)
et sin(2z) = 2sin(z) cos(x).
Corollaire 3

Soient x,y € R, alors

o cos(z)cos(y) = % (cos(z +y) + cos(z — y)).

e sin(z)sin(y) = 1 (cos(z — y) — cos(z + 7).

— N

e sin(z) cos(y) = 5 (sin(z + y) + sin(z — y)).

Exercice 13 1. Rappeler la valeur de cos (2)
T
2. Calculer alors cos (g)

3. En déduire la valeur de sin (g)
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