Chapitre 17: Fonctions a une variable réelle (5)
Développements Limités

1 Développement limité d’une fonction

/" Définition 1: DL d’une fonction

Soient f: I — R, z¢ € I ou extrémité finie de I et n € N.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n en zg, noté DL, (xg), s’il existe des réels
ao, - - ., ay tels que :

fl@) = ao+ar(z—x0)+ - +an(z—20)" +o0((z—x0)"),

T—To
ce qui signifie que :

f(@) = (a0 + a1(z — o) + az(x — z0)® + -+ + an(z — o))

li =0
ou qui signifie encore :
f@) = ao+ai(z—z0)+ - +an(z—x0)" + (z —20)"e(x) avec h_{n &(z) =0.
T—To T—T0

La fonction polynomiale x — ag + a1 (x — x¢) + -+ - + an, (x — x9)" s’appelle la partie réguliére du
développement limité.

Exemples 1 1. sin admet un DL,(0) : sin(x) = x + o(x).
22
2. cos admet un DL5(0) : cos(z) =1 — 5 + o(z?).
3. Si f est une fonction dérivable en xg, alors f admet un

DLy (z) : f(z) = f(zo) + f'(z0)(x — 20) + 0o(T — ().

Exercice 1 Montrer que tan admet un DL;(0).

Exercice 2 Soit n > 0. Montrer que la fonction x — admet un DL, (0) tel que :

1
1—=x

=l4+z+4+---+z"+o0(z")




7 Définition 2: Forme Normalisée d’un DL

Supposons que f est une fonction admettant un DL, (x¢):
f(z) =ap+ai(x —z0) + -+ an(z — 20)" + 40 ((x — zo)")
Si p est le plus petit entier k < n tel que ax # 0, alors
f(@) = (z—z0) (ap+ -+ an(@ —20)" P +0((z —0)" 7))

Cette écriture est appelé forme normalisée du développement limité d’ordre n de f en xg.

3
Exercice 3 Si f(x) = 22 — % + 2% + 0(2%) au voisinage de 0, déterminer la forme normalisée.

/" Théoréme 1: Unicité du DL

Soit f : I — K une fonction, a € I ou une extrémité finie de I et n € N.
Supposons que f admet des DL, (xg) :

f@)=ao+ar(x —x0) + -+ an(z —20)" + 0 ((x — 20)")
flx)=bo+bi(z—xo)+ - +bp(z—20)" +0((x —2z0)")

Alors, pour tout k € [0,n], ax = by.

Corollaire 1: DL d’une fonction paire/impaire
Soit
fx)=ag+ a1z —+---+aza" +o(z")
le développement limité & l'ordre n de f au voisinage de 0.
e Si f est paire, alors pour tout k impaire € [0,n], ar = 0.

e Si f est impaire, alors pour tout k pair € [0,n], ar = 0.
Propriétés 1: Régle de troncature

Si
f(x) =a0+a1(x —x0) + -+ an(r —20)" +0((x — 20)")

est le développement limité & l'ordre n de f au vosinage de xg.
Alors, pour tout p < n, Soit

fl@)=ao+ai(z —20) + -+ an(z — 20)’ + 0 ((x — z0)P)

est le développement limité & 'ordre p de f au vosinage de x.




4 Proposition 1: Caractérisation de la continuité et la dérivabilité )

Soient f : I — K une fonction et xg € I ou une extrémité finie de I.

e f admet un DLg(xo) si, et seulement si f admet une limite finie en z.
De plus, si f(x) = ap + o(1), au voisinage de zg, alors lim f(x) = ao.
r—xo

e En particulier, si f est définie en x¢, alors f admet un DLg(xg) si, et seulement si f est continue
en xop.

e Sous ’hypothése que f soit définie en x :
f est définie en xq, alors f admet un DLq(xg) si, et seulement si f est dérivable en z.
Dans ce cas, on a f(x) = f(zg) + f'(z0)(z — zo) + o(x — x0).

Propriétés 2: Opérations sur les DLs

Soient f et g deux fonctions admettant des DL, (0) :
f(@) = P(z) + o(z") et g(z) = Q(z) + o(z")
ou P et Q sont des polynémes de degrés < n.

e DL d’une combinaison linéaire : Si A € A € K| alors f + Ag admet un DL, (0) dont la
partie réguliére est P(z) + A\Q(z) :

f(@) + Ag(x) = P(x) + AQ(x) + o(2™)

DL du produit : fg admet un DL, (0) dont la partie réguliére est [P(z)Q(z)]n, i.¢ P(2)Q(x)
tronquée au degré n :

f(@)g(z) = [P(2)Q(z)]n + o(z")
e DL d’un composée : Si lir%g(x) =0, alors f o g admet un DL, (0) dont la partie réguliére
z—
est [PoQ(x)], :
fog(@)=[PoQ®)]n+o(z")
e Inversion d’un DL : Si f(z) = a # 0, alors % admet un DL, (0) qui s’obtient grace au DL, (0)

x—0
de z — —11 .
—T

( Proposition 2: Primitivation d’un DL )

Soit f : I — K une fonction dérivable en xg dnt la dérivée admet un DL, (x¢) :
f(x) =ao+a1(x —x0) + -+ an(x — 20)" + 0 ((x — 20)")

Alors, f admet un DL, 11(xp):

an
n+1

F(@) = F(@o) +ao(w = 20) + (0 — 20 + -+ — 2w — w0)™ ! + 0 ((z = 20)"*Y)




Exercice 4 1. Montrer que sin(z) = z — %3 + o(x3)
2. Donner un DL3(0) de la fonction tangente.
3. En déduire un DL3(0) de x — tan(x) — sin(x).
4. Montrer que x — In(1 + ) admet un DL, (0), avecn >1 :

2 xS

x "
n(l4+2)=2— =+ 4. f (=1)"! n
n(l+z)=a— "+ 5+ ()o@

5. Trouver le DL, (0) de x — Tlﬂ

6. En déduire que x — arctan(z) admet un DLay11(0) :

3 5 2n+1
arctan(z) :x—%+%+...+(_1)nx




2 Formule de Taylor-Young et DL des fonctions usuelles

/" Théoréme 2: Formule de Taylor-Young

Soit f : I — R une fonction de classe C".
Alors, pour tout n € N et tout xg € I, f admet un DL, (zq) :

nF) (g
o) =310 ok 4o (@ - a0

!
= K

Exemples 2 Expliciter la formule de Taylor-Young pour n = 3.




Exercice 5 1. Montrer que la fonction exponentielle admet un DL, (0) telle que :

2 IB n

x _ T LY n
R AT TR RS

2. Soit f:x— (1+x)* définie sur] —1,400[, avec o € R.
(a) Montrer que f est de classe C* sur | —1,+o00[ et que pour tout x > —1 :
F®0)=ala—1)...(a —k+1)
(b) En déduire le DI, (0) de f.

Développements des fonctions usuelles en 0

n k 2 n

x x x
exp(z) =) g o) =l+a+rdd or+ola”)
k=0 : :
o2k ) 2 22n )
cosh(z) = Z k). +o(z*) =1+ o + 4 @n)! + o(z™)
k=0
n $2k+1 333 .’172n+1
inh = — 2ntly 4. 2n+1
sinh(z) kZ:O k1) +o(z™t ) =+ 30 +ee @n 1 +o(x* )
n 12k . 2 L an .
cos(e) =D (1) gy o) =1 gk (F1) o 4 o(e™)
k=0
n $2k+1 I,EB $2n+1
i = B | P My 2 I 2n+1
sin(z) ;0( ) kT D) +o(z”") == T +(-1) an 1) +o(z"" )
—1 —1)...(a— 1
1
=l+a+2®+--+a" +o(z")
1—2
& k—lxk n xQ n—lxn n
In(1+z) =) (~D)*o-to(e™) =a— Tt (<1t ofa")
k=1
n .’172k+1 ] 3?3 .’172”+1 ]
arctan(z) = Z(—l)ka 1 +o(z*™) =1z — 3 +-+ (=" 1 + oz )

x3 f
tan(z) =z+ 3 + o(2?)

3 Applications

3.1 DL en un point autre que 0
Meéthode

Pour calculer un DL en un point zy autre que 0, on effectue le changement de
variable h = x — xg de sorte que 1’on se raméne & ’étude d’un DL au voisinage

de 0.




Exercice 6 Déterminer un DL3(2) de In(z).

3.2 Recherche d’un équivalent simple

( Proposition 3

oit f: I — R,z € I ou extrémité de I et n € N.
Si f admet un DL, (zo) :

f(@) =ap (@ —20)” + -+ an (x —20)" + 0 ((x — 20)")

avec a, # 0, alors :

£(@) 2 ap (@ = 20)"

Exercice 7 Déterminer un équivalent simple de tanx — arctanz en 0.

3.3 Détermination de limite
Meéthode

Rappelons que :
lim f(z) =0 < f(z) = {4+ o(1).

r—a

sin(x)—z cos(z) ]

Exercice 8 Calculer lim,_.q —3




3.4 Exemples de développements asymptotiques

Exercice 9 Montrer que : z* = 1l4zlnz+o(zlnz).
xz—0t
Exercice 10 Montrer que : In(z+1) = Ihz+1 -1 +o(L).
r——+0o0

3.5 Asymptotes

7 Définition 3

Soit f une fonction définie au voisinage de co.
On dit que Cy admet une asymptote d’équation y = ax + b si

lim (f(z) — (ax+0b)) =0.

Tr—r00

Exercice 11 On pose : f(z) =2%In (14 1).

1. Montrer que : f(x) = x—%—k%—ko(%).

Tr—+00

2. En déduire que Cy une asymptote en +oo en précisant sa position par rapport a Cy.




3.6 Extremum local

4 Proposition 4

Soient f : I — R une fonction et xy un point de I qui n’est pas une extrémité de I. On suppose
que f admet un DLa(x0) :

f@) = a+bx—mz0)+c(z—20)* +o0((x—0)%).

T—rX0o
(i) Si f admet un extremum local en z, alors b = 0.

(ii) Réciproquement, si b= 0, alors f(z) — f(zo) ~ c(z —x0)? et par suite :
r—rxo

» sic> 0, alors f admet un minimum local en zy,

» sic <0, alors f admet un maximum local en xg.

zsinz

Exercice 12 Montrer que la fonction f: x — T573

posséde un mintmum local en 0 .




