Chapitre 14 : Fonctions a une variable réelle (2):
Limites

Dans toute la suite K =R ou C.

I désignera un intervalle non trivial de R. I désignera son adhérance dans R.

1 Définitions

7 Deéfinition 1 )

Soit f : I —> R une fonction et P une propriété.
On dit que f vérifie la propriété P au voisinage de a € RU {—o00, 400} si :

a€eR et 36 > 0, f vérifie P sur INja — d,a + ¢
ou
a = +oo et 3A > 0, f vérifie P sur I N [A, +oof
ou

a=—-o0 et3IB<O,f vérifie P sur IN] — oo, B|

Exercice 1 Justifier pourquoi cos est positive au voisinage de 0, la fonction puissance carré est positive au
voisinage de +00 et que la fonction inverse, définie sur ]0,+ool, est bornée au voisinage de 1.

7 Définition 2: Limites finies )

Soient f: I — R, acTetlcR.
e Cas 1: a € R.
On dit que f admet [ pour limite en a si :

Ve>0,30>0,Veel,|lx—a|<d = |f(z)-1]<e

e Cas 2 : g = +o0.
On dit que f admet [ pour limite en a si :

Ve>0,3A>0Ve e [,a > A = |f(x) -1 <e

e Cas 3: a=—o0.
On dit que f admet [ pour limite en a si :

Ve >0,3B<0,Vxel, s <B = |f(z)—1|<¢

Remarque 1 Interprétations géométriques




7 Définition 3: Limites infinies 1 )

Soient f : I — R une fonction et a € 1.

e Cas 1: a € R.
On dit que f admet —oco pour limite en a si :

VA<0,36>0,Veel,|lx—a|<d = f(z)< A

e Cas 2 : a= +o0.
On dit que f admet —oco pour limite en a si :

VA< 0,3B>0,Veel,z>B = f(z)< A

e Cas 3: a=—o0.
On dit que f admet —oco pour limite en a si :

VA<0,3B<0,Vzel,t<B = f(z)< A

7 Définition 4: Limites infinies 2 )

Soient f : I — R une fonction et a € 1.

e Cas 1: a € R.
On dit que f admet 400 pour limite en a si :

VA>0,30>0,Veel,|lx—a|<éd = f(z)> A

e Cas 2 : a= +o0.
On dit que f admet 400 pour limite en a si :

VA>0,3B>0,Veel,x >B = f(z) > A

e Cas 3: a=—0.
On dit que f admet 400 pour limite en a si :

VA>0,3B<0,Vzel,r <B = f(z) > A

Remarque 2 Inteprétations géométriques

/" Théoréme 1: Unicité de la limite )

Si f: I — R est une fonction qui admet I € R pour limite en a € I, alors celle-ci est unique, et est
notée par limf ou par lim f(z).
a r—a




( Proposition 1 )

Soient f: I = R une fonction , a € I et [ € R.

e SileR, alors :

lim f(z) =1 < limf(z) —1=0 < lim|f(z)—1|=0

Tr—a T—a T—a

e SiaeR, alors :
limf(zx) =1 < limf(a+h)=1
h—0

T—a

( Proposition 2 )

Si f: 1 — R est une fonction qui admet une limite finie en a € I, alors f est bornée au voisinage
de a.

7 Deéfinition 5: Restriction d’une application )

Soient f: EF — F une application et A un sous-ensemble de F.
On appelle restriction de f sur A l'application, notée par f|4 et définie par :

f‘AZ A— F

Exemples 1 Déterminer la restriction de Uapplication valeur absolue sur | — 00,0] et la restriction de
Uapplication partie entiére sur [0,1].

/' Deéfinition 6: Limites a gauche et a droite )

Soient f: I — R,acTetleR.

e On suppose que a n’est pas 'extrémité droite de 1.
On dit que f admet [ pour limite & doite de a si f|;njq,400] admet [ pour limite en a.
Dans ce cas, cette limite est unique et on la note par lirJrn f ou par lim+ f(x).
a r—ra

e On suppose que a n’est pas 'extrémité gauche de 1.
On dit que f admet [ pour limite & gauche de a si f|;q]—oo,q| admet [ pour limite en a.
Dans ce cas, cette limite est unique et on la note par lirp f ou par lim+ f(x).
a r—ra

zln(z) stz >0
Exercice 2 Considérons f(z) =

et +1 stx <0

Etudier la limite de f a gauche et & droite de 0.




7 Définition 7

Soit f : I — {a} — R une fonction ol a n’est pas une extrémité de I.

On dit que a admet ! € R pour limite en a si lim f(x) = lim f(z) = [. Cette limite est notée
z—at z—a~

lim f(x).

r—a

T#a

4 Proposition 3

Par définition, lim f(z) =1 <= lim f(x) = lim+ (z) =1. Dans le cas o a € I, on aura :
T—a r—a— r—a
z#a

T—ra
xz#a

;i_rf{llf(az):l = <f(a):let limf(m):l>

1—2%2 six<0

Exercice 3 Considérons f(r) = ¢ siz =0

Tz +1 six >0

Etudier la limite de f a gauche et a droite de 0. Que vaut alors lirrbf( ).
T—

/" Théoréme 2: Limite et Suites

oY

Soient f : I — R, (uy), une suite & valeurs dans I, a € I et [R. Si lim f(x) = [ et limu,, = a, alors
T—a
lim f(u,) =1.

Méthode 1 Pour montrer qu’une fonction n’admet pas de limite en a, il suffit de trouver deux suites
(un)n et (vn)n telles que les suites (f(un)),, et (f(vn)), possédent des limites différentes.

Exercice 4 Montrer que la fonction sin n’admet pas de limite en 4oc0.




Propriétés 1: Opérations sur les limites

Soient f,g: I — R, acTetll €R.
On suppose que lim f(x)) =1 et li_r>ng(w) =,
r—a xT a

1. Sil+1 n’est pas une forme indétérminée (f.i), alors li_r)n flx)+gl@)=1+1.
x a

2. Sill’ n’est pas une f.i, alors lim f(x)g(x) = II'.

r—a

3. Si A € R*, alors lim A f(x) = Al
T—a

1
4. Sil € R*, alors f # 0 au voisinage de a et lim —— = -.
T—a (gj) [

1
5. Sil=0et f > 0 au voisinage de a, alors lim —— = +o0.
z—mf(a:)

1
6. Sil=0et f <0 au voisinage de a, alors lim —— = —
T—a f(a:)

4 Proposition 4: Composée de fonctions

Soient f,g: I — R, ac T, bec JetlcR, avec f(I)C J.
Si f(x) =bet g(z) =1, alors 113190]“(35) =[.

rz—a z—b

. sin(z) In(z) _
Exercice 5 FEtudier la limite de x —— e‘—l
sin(x) In(z)

4 Proposition 5: Limite et Inégalités

Sif:I=RetacletXcR.

e Si f admet une limite en a et si lim f(z) > A alors f > A\ au voisinage de a.
xr—a

e Si f admet une limite en a et si lim f(x) < A alors f < A au voisinage de a.
r—a

Remarque 3 Le méme résultat est vrai pour les limites a gauche a droite en a.

( Proposition 6: Passage a la limite

Soient f,g: I —s Reta € I.

On suppose que f et g possédent des limites finies en a.

Si f < g au voisinage de a, alors lim f(z) < lim g(z).
T—ra Tr—ra

Remarque 4 Les inégalités strictes deviennent larges par passage a la limite. Par exemple :

1 1
Ve>0:—>0e lim —=0
x T—+o0




/" Théoréme 3: Théoréme d’encadrement )

Soient f,g,h: I — R,acTetleR. Sih< f < gau voisinage de a et si lgilh(x) = limg(x) =,
xr a r—a
alors lim f(z) = [.
r—a

Corollaire 1: Cas particulier

Soient f,g: I — R deux fonctions et a € I.
e Si |f| < g au voisinage de a et limg(x) = 0, alors lim f(z) = 0.
r—a Tr—ra

e Le produit de deux fonctions, ot 'une est bornée au voisinage de a et I’autre tend vers 0 en a,
est fonction qui tend vers 0 en a.

1
Exercice 6 Calculer limx sin ()
x—0 x

/" Théoréme 4: Théorémes de minoration et majoration )

Soient f,g: I — R et a € . On suppose que f < g au voisinage de a.

1. Théoréme de Minoration : Si lim f(x) = 400, alors lim g(z) = +o0.
r—a

r—ra
2. Théoréme de Majoration : Si limg(x) = —oo, alors lim f(z) = —o0.
r—a r—a

Exercice 7 Calculer 2% + xsin(z).
T—+00

/" Théoréme 5: Théoréme de la limite monotone, version 1 )

Soit f :]a,b[— R une fonction croissante, avec —oco < a < b < +o0.
Alors, f posséde des limites en a et en b. Plus précisément :

1. Si f est majorée, alors lim f(z) = sup f(t) < +oo.
z—b te]a,b[

2. Si f n’est pas majorée, alors lin%)f(x) = +o00.
T—

Remarque 5 Ce théoréme s’adapte pour les fonctions décroissantes en changeant les termes 'marjorée’,
sup, 'minorée’ et inf’ en ’minorée’, inf’, 'majorée’ et ’sup’.

/" Théoréme 6: Théoréme de la limite monotone, version 2 )

Soit f :]a,b[— R une fonction croissante, avec —oo < a < b < +00 et zp €]a, b[ qui n’est pas une
extrémité.
Alors, f admet en zy une limite a4 droite et une limite a gauche telles que :

lim f(z) < f(zo) < lim_f(x)

T—T T—T

Remarque 6 Les mémes résultats restent vrais pour les fonctions décroissantes ( en inversant les
inégalités).




2 Comparaison des Fonctions

2.1 Equivalence

/' Définition 8 )
Soit a € I et soient f,g: I — R et a € I deux fonctions qui ne s’annulent pas au voisinage de a.
x
On dit que f est équivalente & g au voisinage de a si limM =1, et on note f(z) ~ g¢g(z) ou
T—a g(gj) T—a

plus simplement f ~ g.
a

Remarque 7 Si f ~ g, alors on a aussi g ~ f. On parle dorénavant de fonctions équivalentes au

a a
voisinage de a, au lieu de ’fonction f équivalente & une fonction g’.

Exemples 2 er ~ x+1.
r—+00

e x+—— x et T —> /T ne sont pas équivalentes en 0.

e Siacletf:I— R une fonction qui ne s’annule pas au voisinage de a, alors f ~ f.
a

e Siacletf:I— R une fonction qui ne s’annule pas au voisinage de a et qui admet une limite
finie non nulle en a, alors f(z) ~ 1.
a

Que dire sil =07
Propriétés 2
Soient A € R, a € T et f,g,h et k des fonctions définies sur I & valeurs réelles qui ne s’annulent pas
au voisinage de I.
e Si f~getgn~ h,alors f ~h.
a a a
e Si f~gethn~k,alors fh ~ gk.
a a a
. 1
e Si f~g,alors — ~ —.
a fag

e Si f ~ g, alors f* ~ g, lorsque ces quantités sont bien définies.
a a

Remarque 8 Comme on l’a déja vu dans le cas des suites réelles :

1. Méme si Uéquivalence est stable par le produit, ce n’est pas vrai pour la somme : si si f,g et h trois
fonctions, alors :
f ~ g nimplique pas forcément que h+ f ~ h+ g.
a a

2. L’équivalence des fonctions n’est pas stable par passage au composé, i.e. si f ~ g, on n’a pas
a

forcément ho f ~hog.
a

4 Proposition 7 )

Soient a € T et f,g: I — R deux fonctions qui ne s’annulent pas au voisinage de a.
e Silimf =1 € R, alors limg = [.
a a

e f et g ont le meme signe au voisinage de a.




( Proposition 8: équivalences classiques )

a) sin(x) v b) tan(z) v
22

¢) 1 — cos(x) ey d) cos(x) ~ 1

e)ln(1 + ) v fle* =1~z

(1+ €®)sin(x) In(1 4 z)

22+
Aprés avoir trouver un équivalent simple de f au voisinage de 0, calculer lignf,

Exercice 8 Considérons f :—

4 Proposition 9: Autres équivalences classiques )

e sinh(z) ~ et cosh(z) ~ 1.
e Si P(x) = apa? + -+ + aqx?, avec p > ¢ des entiers naturels et a,,aq # 0, alors
— P(xz) ¥ aqxl.

— P(x) o apa?.

2.2 Neégligeabilité

7 Définition 9 )

Soient a € T et f,g: I — R deux fonctions qui ne s’annulent pas au voisinage de a.

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si lim %:z:; =0.
rz—ra g(x

Dans ce cas, on note f(xz) = o(g(z)) ou encore f = o(g).
z—a z—a

Remarque 9 L’expression f(x) = o(g(z)) est prononcée : f(x) est une petit O de g(z)’.
Exercice 9 o 2?2 = o(z).
o sin(z) == o(x).
Remarque 10 Comme on l’a déja vue dans les des suites numériques :
1. Méme si elle noté pas le signe '=’, mais il ne s’agit pas d’une égalité :
o Le fait que f == o(h) etg = o(h) n'entraine pas forcément que f = g ( méme au voisinage de a).
e f+o(g) = h+ o(g) n’implique pas que f = h.
2. 8 f—g = o(h), alors f =g+ o(h).

3. Au lieu de noter f = o(g), parfois c’est mieux de noter f < g.
a a




4 Proposition 10: Comparaisons classiques au voisinage de +oco )

Soient a > 1,b > 0 et ¢ € R, alors au voisinage de 400, on a :
In(z)° < 2° < a”

en particulier pour a = e > 1.

4 Proposition 11: Comparaisons classique au voisinage de 0 )

Sib>a>0,alors z° = o(z?).

er

Exercice 10 Calculer IHTOOW

4 Proposition 12 )

Soient a € Tet f,g,h: 1 — R et X\ € R*.
Dans cette proposition, on notera tout simplement o au lieu de = 0. Alors :
a

e o(Af) = Ao(f) = o(/).

Remarque 11 une autre caractérisation du o Soient a € T et f,g: I — R deuz fonctions qui ne
s’annulent pas au voisinage de a. Alors,

f(z) =o(g(x)) < il existe une fonction  définie au voisinage de a telle que limpB = 0 et f(z) = B(x).g(z)

a

( Proposition 13: Caractérisation de I’équivalence par la négeligeabilité )

Soient a € T et f,g: I — R deux fonctions qui ne s’annulent pas au voisinage de a, alors :

f~g <= f=g+o(g)

, toujours au voisinage de a.

Remarque 12 En pratique f + o(f) ~ f.

Exercice 11 Trouver un équivalent simple au voisinagede +oo de la fonction f définie par :
f(x) = e® + 2% + In(z).




2.3 Dominance

7 Définition 10

Soient a € T et f,g: I — R deux fonctions qui ne s’annulent pas au voisinage de a.
On dit que f est dominée par g, et on écrit f = O(g) ou bien f(z) = = O(g(x)), si la fonction f
a Tr—ra g

est bornée au voisinage de a.

Remarque 13 [expression f = O(g) est prononcée : La fonction f est une grand O de la fonction g au
a

voisinage de a.

Exemples 3 e 2z = O(x) au voisinage de 0.
o x = O(2?) au voisinage de +oc.
e Si f=o(g), alors f = O(g)

Remarque 14 Comme le cas pour petit O, grand O ne s’agit pas d’une égalité.

4 Proposition 14 )

Soient a € T et f,g,h,k: I — R des fonctions qui ne s’annulent pas au voisinage de a et A € R*.
Toutes les expressions ci-dessous sont au voisinage de a.
Alors :

e Si f=0(g) et g=0(h), alors f = O(h).
e Si f=0(h) et g=O(h), alors f + g = O(h).

e Si f =0(h) et g=0O(k), alors fg = O(hk).
En particulier, fO(h) = O(fh).

o O(\f) = \O(f).

Propriétés 3: o et O

Soient a € I et f,g,h,k: I — R des fonctions qui ne s’annullent pas au voisinage de a et A\ € R*.
Toutes les expressions ci-dessous sont au vosinage de a.
Alors :

e Si f=o0(g) et g=0(h), alors f = o(h).

(
Si f = 0(g) et g = o(h), alors f = o(h).
Si f=O(h) et g = of
(
(
(

h), alors f + g = o(h).

Sif=oh)etg=0
@)

Si f =o(h) et g = O(k), alors fg = o(hk).

Si f =0(h) et g =o(k), alors fg = o(hk).

)
)
)
h), alors f 4+ g = o(h)
)
)

10



3 Extension au cas des fonctions a valeurs complexes

” Définition 11 )
Soit f; I — C une fonction complexe.
On dit que f est bornée si la fonction, a valeurs réelles, |f| est bornée, i.e.s’il existe M > 0 tel que :
Veel,|f(x)| <M
Dans ce cas, on écrit f(z) =1 ou bien f =1.
Tr—a a
7 Définition 12 )
Si f:1— C, on dit que f admet une limite [ € C en a € I si lim|f(x) — 1| = 0.
r—a
/" Théoréme 7 )

Soient f: I — C,a € 1etlecC. Alors,

lim f(z) =1 <~ lignRe(f) = Re(l) et limIm(f) = Im(l)

Tr—a a

i
Exercice 12 Calculer lim .
z—toox + 1

11




