Chapitre 7 : Equations Différentielles

1. K=R ouC.

2. I désigne un intervalle de R non réduit & un point.

1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

1.1 Définitions

7 Définition 1

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute équation différentielle
de la forme

a(z)y’ +b(x)y = c(z) (E)

ou a,b,c: I — K sont des fonctions continues.

Une solution de cette équation différentielle est une fonction f : I — K dérivable sur I et

vérifiant :
Ve el a@)f(@)+b@)f(z) = c(z),

La fonction ¢ est appelée second membre de 'équation (E).

Résoudre l'équation différentielle (F) revient a déterminer ’ensemble des fonctions qui sont
solutions de (F).

Si ¢ = 0, ’équation différentielle (E) est dite homogeéne ou sans second membre.

On appelle équation homogéne associée a (FE), I’équation différentielle obtenue en rem-
placant le second membre de (E) par la fonction nulle sur I :

a(x)y +b(x)y=0 (En).

(E) est dite normalisée ou résolue en ¥y’ si a = 1.

Exemples 1 1. (E):y + xy = x est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 normalisée.

2. (Eg) :y +xy =0 est l’équation homogéne associée a (E).

3. La fonction constante f : x — 1 est une solution de (E) sur R.
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1.2 Reésolution de I’équation différentielle homogéne normalisée

/" Théoréme 1 )
Soient a : I — K une fonction continue et A est une primitive de a sur I. Alors les solutions sur I de
I’équation différentielle homogéne normalisée

(Bu) : ¥ +a(z)y=0
sont exactement les fonctions de la forme :
z— de @ avec X € K.

Preuve. 1

Exercice 1 Résoudre sur R ’équation différentielle homogene (Fp) : y' + %y =0.

1.3 Forme générale des solutions de I’équation compléte

( Proposition 1 )
Soient a,b : I — K deux fonctions continues.

Si y, est une solution particuliére de 'équation (E) : y' + a(z)y = b(x), alors les solutions de (F)
sont les fonctions de la forme y, + y5 ot y; solution de 'équation homogene (Ex) : y' + a(z)y = 0.
Ainsi, si S est ’ensemble des solutions de (E) et Sy est 'ensemble des solutions de (Eg), alors
S={yp+yn : yn € Su}
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Preuve. 2

— Méthode

Pour résoudre l'équation (E) : ' + a(z)y = b(x) :
1. On cherche la solution générale de I’équation homogeéne y' + a(x)y = 0.

2. On cherche une solution particuliére de I’équation compléte.

3. On exprime la solution générale : y =y, + yn.

Exemples 2 Résoudre sur R l’équation différentielle homogéne (E) :y' +y = 1.

1.4 Principe de superposition des solutions

( Proposition 2

Sic:
» y; est une solution de I’équation différentielle (E1) : ¢’ + a(x)y = b1 (),
» 1y est une solution de I’équation différentielle (Es) : ¢’ + a(x)y = ba(x),

alors y; + yo est solution de (E) : y' + a(x)y = bi(x) + ba(x).

Preuve. 3
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Exercice 2 Déterminer une solution (particuliére) sur R de l’équation différentielle

(E):y +y=2e"+z+ 1.

1.5 Détermination de solutions particuliéres : cas particuliers

( Proposition 3

Soient a, b, a,w € R avec w # 0. Alors I’équation
Yy + ay = acos(wx) + bsin(wz)

admet une solution particuliére de la forme x — A cos(wx) + Bsin(wzx) ou A, B € R.

Exemples 3 Déterminer une solution particuliére sur R de l’équation (E) : y' 4+ y = cos(z).
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Soient P un polynéme a coefficients dans K et m, a € K. Alors I’équation
y +ay = P(z)e™

admet une solution particuliére de la forme z — Q(z)e™* ou @ un polynome.

Exemples 4 Déterminer une solution particuliére sur R de l’équation (E) :y +y = (z + 1)e”.
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1.6 Détermination de solutions particuliéres : cas général

— Meéthode de variation de la constante

On consideére ’équation différentielle
(B) -y + a(x)y = b(z)

ou a,b: I — K sont deux fonctions continues.
Rappelons que les solutions de 1’équation homogéne associée a (E) sont exacte-
ment des fonctions de la forme

~A)

T e avec A € K.

La méthode de variation de la constante consiste a chercher une solution
particuliére de (E) de la forme y, : @ + A\(z)e=4(®) ou A : I — K est une fonction
dérivable inconnue.

Pour tout x € I, on a

Yp(z) + a(@)yp(z) =
Alors

yp est solution de (F) <=

12

Exercice 3 Résoudre sur R l’équation différentielle : (E) :y' + 2xy = e*~
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1.7 Probléme de Cauchy

~ Définition 2 )
On appelle probléme de Cauchy la recherche de solutions d’une équation différentielle linéaire du
premier ordre y' + a(x)y = b(z) vérifiant une condition initiale y(zg) = yo.
/" Théoréme 2 )
Soient a,b : I — K deux fonctions continues et (zg,yo) € I x K.
Alors le probléme de Cauchy
y' +a(z)y = b(z)
y(zo0) = yo
admet une unique solution.
Exemples 5 Déterminer la solution de (E) :y' + 2zy = e*= %" sur R vérifiant la condition initiale
y(0) = 1.
1.8 Raccordements de solutions
Exercice 4 On veut résoudre sur R ’équation différentielle (E) : xy' +y = 1.
1. Analyse : Soit f : R — R une solution de ’équation (E).
(a) Résoudre (E) sur RY.
(b) Montrer qu’il existe X € R tel que : Yz >0, f(z) =1+ 2.
On montrerait de méme qu’il existe i € R tel que : Yo <0, f(z) =1+ £.
(¢) Que vaut f(0) ?
(d) Dire pourquoi f est continue en 0.
(e) Déduire que A= p =0 et que : Vo € R, f(z) =1.
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2. Synthése : Réciproquement, vérifier que [ : x +— 1 est solution de (E). Puis Conclure.
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2 Equation différentielle linéaire du second ordre

2.1 Deéfinitions

7 Définition 3

1.

On appelle équation différentielle du second ordre a coefficients constants toute équa-
tion différentielle de la forme
(E):y" +ay’ + by = c(x),

ou a,b € Ketc:I— K est une fonction continue.

. Une solution de cette équation différentielle est une fonction f : I — K deux fois dérivable sur

I et vérifiant :

Vz eI, f'(z) +af'(z) + bf(x) = c(z).
La fonction ¢ est appelée second membre de 'équation (E).

Si ¢ = 0, ’équation différentielle (E) est dite homogéne ou sans second membre.

. On appelle équation homogéne associée a (FE), 'équation différentielle obtenue en rem-

placant le second membre de (E) par la fonction nulle :
(Ey) :y" +ay’ +by = 0.
On appelle équation caractéristique associée a ’équation (Eg) I'équation du second degré :
r’+ar+b=0

d’inconnue r € K.

2.2 Résolution de ’équation différentielle homogéne

On cherche les solutions de I’équation différentielle homogéne :

(Bu):y" +ay +by=0

oua,b e K.
Notons A = a? — 4b le discriminant I'équation caractéristique associée a (Ep).
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/" Théoréme 3

1. Cas1l: K=C

» Sous cas 1 : Si A # 0, ’équation caractéristique admet deux racines complexes 1 et ry et
les solutions complexes de (Ey) sont les fonctions :

T — ae™? 4+ fe*  avec a, f € C.

» Sous cas 2 : Si A = 0, ’équation caractéristique admet une racine complexe double 7y et
les solutions complexes de (Ep) sont les fonctions :

x = (ax + B)e™*  avec a, € C.

2. Cas2: K=R

» Sous cas 1 : Si A > 0, ’équation caractéristique admet deux racines réelles r1 et ro et les
solutions réelles de (Fp) sont les fonctions :

T — ae™® 4+ Be*  avec a, B € R.

» Sous cas 2 : Si A = 0, ’équation caractéristique admet une racine réelle double 7 et les
solutions réelles de (Epy) sont les fonctions :

x— (ax+ f)e™  avec a, f € R.

» Sous cas 3 : Si A < 0, ’équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées
r1 = A+iw et ro = A —iw avec A\,w € R et les solutions réelles de (Efr) sont les fonctions :

z — e (acos(wz) + Bsin(wz)) avec o, B € R.

Exercice 5 Déterminer les solutions complexes de l’équation différentielle :

(Ep):y" —(1+2i)y + (i — 1)y =0.
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Exercice 6 Déterminer les solutions réelles de I’équation différentielle :

(Ey) :y" + 4y + 4y = 0.

Exercice 7 Déterminer les solutions réelles de I’équation différentielle :

(Ey) :y" +2y +2y=0.

2.3 Forme générale des solutions de ’équation compléte

4 Proposition 5 )

Soient a,b € K et ¢ : I — K une fonction continue.

Si y, est une solution particuliére de I’équation différentielle (E) : y” + ay’ + by = c(x), alors les
solutions de (E) sont les fonctions de la forme y, + y;, o y;, solution de ’équation homogene (Eg) :
y’" +ay + by =0.

Ainsi, si S est ensemble des solutions de (E) et Spr est 'ensemble des solutions de (Efr), alors

S={yp+uyn : yn € Su}

— Méthode

Pour résoudre 1'équation y” + ay’ + by = ¢(x) :
On cherche la solution générale de I’équation homogeéne y” + ay’ + by = 0.

On cherche une solution particuliére de I’équation compléte.

On exprime la solution générale : y = y, + Y.
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Exercice 8 Résoudre sur R l'équation (E) :y" — 3y + 2y = 1.

2.4 Principe de superposition des solutions

4 Proposition 6 )

Soient a,b € K et ¢1,co : I — K continues.
Sic:

» y; est solution de I'équation (F1) :y” + ay’ + by = c1(x),
» 1 est solution de I'équation (Fs) : 3" + ay’ + by = ca(x),

alors la fonction y; + yo est solution de (F) : ¢y + ay’ + by = c1(x) + c2(x).

Exercice 9 Déterminer une solution particuliére ’équation différentielle

(E) :y" +y=2coshx — 3cos 2.

2.5 Détermination de solutions particuliéres

/" Théoréme 4 )

Soient a,b,m € K et P une fonction polynomiale. Alors I’équation
(E) :y" +ay’ +by = P(z)e™

admet une solution particuliére de la forme y, : © — Q(z)e™” ou @ est une fonction polynomiale.

Exercice 10 Déterminer une solution particuliere de l'équation (E) :y" — 2y +y = (z + 3)e™".
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Soient a,b € R et ¢ : I — C une fonction complexe continue.
Si z: I — C est une solution complexe de y” + ay’ + by = c(x), alors :

o Re(z) est solution de : y” + ay’ + by = Re(c(x)),

e Im(z) est solution de : y” + ay’ + cy = Im(c(x)).

Exercice 11 Déterminer une solution particuliére de l’équation (E) : y" +y = x cos(2x).
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2.6 Probléme de Cauchy

” Définition 4 )
On appelle probléme de Cauchy la recherche de solutions d’une équation différentielle linéaire du
second ordre y” + ay’ + by = ¢(x) vérifiant les conditions initiales y(z¢) = yo et ¥/ (zo) = y1.

/" Théoréme 5 )
Soient a,b € K, ¢: I — K une fonction continue et (xo,y0,71) € I x K x K.

Alors le probléme de Cauchy
y" +ay’ + by = c(x)
P)Y y(wo) = o
Y'(z0) = 1
admet une unique solution.
Exercice 12 Déterminer la solution de (E) :y" — 2y +y = (x + 1)e™ sur R vérifiant les conditions
initiales y(0) =1 et 3'(0) = 0.
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