Chapitre 24: Applications Linéaires

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

1 Définition et premiers exemples

1.1 Définition

/' Définition 1: (Application linéaire)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
e On appelle application linéaire de E dans F toute application f : F — F vérifiant :

() Yo,y € E, fz +y) = f(2) + f(y) ;
(ii)) VA e K,Vz € E, f(Ax) = A.f(x).

Cette définition est équivalente & la suivante :

VAeK,\Ve,y € E, f(x + \y) = f(x) + A\f(y)

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté Z(E, F).

e Une application linéaire de E dans E est appelé un endomorphisme de E. L’ensemble des
endomorphismes de E est noté .Z(FE).

e Une application linéaire de E dans K est appelé une forme linéaire de E. L’ensemble des
formes est linéaire est noté par E*

Remarque 1 e Si f:E— F est linéaire alors f (0g) = 0p.
Par contraposée, si f (0g) # Op, alors f: E — F n’est pas linéaire.

o Si f: E — F est une application linéaire et si x1,...,x, sont des vecteurs de E alors

VAl,...,)\n GK,f()\lxl ++>\nl’n) :Alf(xl)++>\nf(xn)
1.2 Exemples

Exemples 1 Soit f: E — F définie par f : x — Op.
Alors f est une application linéaire et est appelée 'application linéaire nulle.

Exercice 1 Montrer que lapplication f : R? — R3 définie par f(z,y) = (v +y,x — y,2y) est une
application linéaire.




Exercice 2 Montrer que ’application f : R3 — R définie par f(x,y,2) = x +y + 2 est une forme linéaire
sur R3,

Exercice 3 Montrer que l'application D : K[X] — K[X]| définie par D : P +— P’ est un endomorphisme.

Exemples 2 Soit C([0,1],R) ’ensemble des fonctions continues de [0, 1] & valeurs dans R. Montrer que
Uapplication I : C([0,1],R) — R définie par f — fol f(t) dt est une forme linéaire de C([0,1],R).

1.3 Opérations sur les applications linéaires

( Proposition 1 )

Soient F, F' et G trois K-espaces vectoriels.

(i) Une combinaison linéaire d’applications linéaires est linéaire :
Y\ pueKVf,ge L(E,F), \f + ng € £(E,F).
En particulier la somme de deux applications linéaires est une application linéaire.
(ii) La composée d’applications linéaires est linéaire:
Vfe Z(E,F)Vge L(F,G),gofeLEG)
(iii) La composition & gauche et & droite sont linéaire:

Y\, pu €K, Vf € L(E,F),Vg,h € L(F,G), (A\g+puh)of=>Agof+uhof
YA\ pu €K, Vf,ge L(E,F),Yhe L(F,G), ho(Af +pug) = Ao f+phog.

Corollaire 1

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Alors, Z(E, F') est un K-espace vectoriel.

/' Définition 2: (Puissance d’un endomorphisme) )

Si f: E — E est un endomorphisme, on pose f* = fo fo---o f pour tout n € N* et f0 = Idg.
—_—

n fois

/' Définition 3: (Endomorphisme nilpotent) )

On dit qu'un endomorphisme f : E — E est nilpotent s’il existe n € N* tel que f" = 0 (g).




Exemples 3 Soit D : Ry [X] — Ry[X] Uendomorphisme définie par : D(P) = P’.
Montrer que f est nilpotent.

4 Proposition 2 )

Soient f,g € Z(F) qui commutent, i.e. fog=go f,et n €N.

(i) Formule du binéme de Newton : (f + )" = > (})f* o g™ "

n—1
(ii) Formule de Bernoulli : f* — g = (f —g) o ( fko g"_k_1> )
k=0

1.4 Isomorphismes

” Définition 4: (Isomorphisme) )

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
e On appelle isomorphisme de F sur F toute application f : E — F' linéaire et bijective.
e Un isomorphisme de E sur E est appelé un automorphisme de FE.

e On dit que E est isomorphe a F ou que F et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
de F sur F.

Exemples 4 Montrer que lapplication f : K® — Ky[X] définie par f(a,b,c) = aX? +bX + ¢ est un
isomorphisme.

4 Proposition 3 )

Soient E, F et GG trois K-espaces vectoriels.

(i) Si f est un isomorphisme de E sur F' et g un isomorphisme de F' sur G, alors g o f est un
isomorphisme de E sur G.

(i) Si f est un isomorphisme de E sur F, f~! est un isomorphisme de F sur E.

/' Définition 5: (Groupe linéaire) )

Soit E un K-espace vectoriel. L’ensemble des automorphismes de F est appelé le groupe linéaire
de E et est noté GL(E).




1.5 Différentes définitions d’une application linéaire

a4 Proposition 4 )

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, B = (ej,es,...,e,) une base de E et F = (f1, fa,.-., fn)
une famille de vecteurs de F'.
Alors, il existe une unique application linéaire f : E — F telle que :

Vi € [[1,n]], f(el) = fz

Ainsi une application linéaire est entiérement déterminée par I'image d’une base.

Exemples 5 On sait que la famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est une base de R®. Déterminer donc
Dunique Uapplication linéaire f : R3 — R? vérifiant :

f(]-aoao) = (17 1)af(03 170) = (13 71),](.(0707 1) = (1’0)

( Proposition 5 )

Soient E et F' des K-espaces vectoriels et F; et Es deux sous-espaces vectoriels de supplémentaires
dans F, i.e. E = FE; & Es. Soient f1: By — F et fy: B3 — F deux applications linéaires.
Alors il existe une unique application linéaire f : ' — F' telle que fig, = f1 et fig, = fo.

2 Images directe et réciproque par une application linéaire

2.1 Images directe et réciproque d’un sev

( Proposition 6 )

Soient E et F deux K-ev et f € Z(E, F).
(i) Si A est un sev de E, alors "image directe de A par f définie par
f(A) ={f(z) : =€ 4}
est un sous-espace vectoriel de F'.
(ii) Si B est un sev de F, alors I’image réciproque de B par f définie par
fHB)={z € E : f(z) € B}

est un sous-espace vectoriel de E.




2.2 Noyau et image d’une application linéaire

Proposition-Définition 1: (Noyau et image d’une application linéaire)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F).
(i) Le noyau de 'application linéaire f, noté ker f, est défini par
ker f:= f71({0p}) ={z € E : f(z) =0F}.
C’est un sous-espace vectoriel de E.
(ii) L’image de f, notée Im f, est définie par
hnf = f(B) = {f(x) s s € B} = {y e F : 30 € E, y = f()}.

C’est un sous-espace vectoriel de F'.

4 Proposition 7

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F).
(i) f est injective <= ker f = {0g}.

(ii) f est surjective <= Im f = F.

Exemples 6 On considére lapplication linéaire f : R3 — R? définie par
flx,y,2) =(x —y+2z,y —x—2).
1. Donner une base de ker f et sa dimension. f est-elle injective ?
2. Déterminer la dimension de Im(f).

3. Déduire que Im(f) = R2. f est-elle surjective ¢




Soient u € Z(E,F) et b € F. L’ensemble des solutions de ’équation u(z) = b d’inconnue x € E est :
e L’ensemble vide si b ¢ Im(u).

e 2o+ ker(u), avec xo est une solution particuliére.

2.3 Image d’une famille de vecteurs

SiB = (e1,ea,...,e,) est une famille génératrice de E, alors la famille f(B) = (f(e1), f(e2), - ..
est génératrice Im f.

Exemples 7 Soit Uapplication linéaire f : R? — R? définie par
f('rayaz) = (m—l—y—i—z,az—y)

Déterminer une famille génératrice de Im f.

I’image d’une base de E par un isomorphisme f : ' — F' est une base de F'.




3 Applications linéaires en dimension finie

3.1 Isomorphisme et dimension

( Proposition 10 )

Deux K-espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes si et seulement si ils ont la méme
dimension.

Exemples 8 o K,[X] et K" sont isomorphes.
e Plus généralement tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™.

e R? et C sont isomorphes en tant que R-espaces vectoriels.

3.2 Rang d’une application linéaire

(" Définition 6 )

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F).
On appelle rang de f la dimension de Im f et on la note rg f.
On dit alors que f est de rang fini si Im f est de dimension finie.

Exemples 9 Déterminer le rang de Uapplication linéaire f : R® — R? définie par

fl@y,2) = (x -y + 22,y —z - 2).

Exemples 10 rg(f) =0 <= dim(Im f) =0<=Im f ={0p} <= Ve € E, f(z) =0p < f =0.

/" Théoréme 2 )

Soient f € Z(E,F) et g € Z(F,G). Alors

rg(g o f) < min(rg f,rg g).

De plus, si f surjective rg(go f) =rgg et si g injective rg(go f) =rg f.




4 Proposition 11

Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie, f € Z(E, F) et g € Z(F,G).
(i) Si f est un isomorphisme, alors rg(g o f) =rgg.

(ii) Si g est un isomorphisme, alors rg(g o f) =rg f.

3.3 Théoréme du rang

/" Théoréme 3: (Théoréme du rang)

\

Soient E et F' deux espaces vectoriels avec E de dimension finie et f € Z(FE, F). Alors f est de rang
fini et
dim F = rg f + dimker f.

Corollaire 2

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f € Z(E, F). Alors :
(i) f est surjective <= rg f = dim F.
(i) f est injective <= rg f = dim E.
Par conséquent, si dim E = dim F', alors :
f est injective <= f est surjective <= f est bijective.

C’est en particulier le cas lorsque f est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.

Exemples 11 Montrer que l’endomorphisme f : R? — R? définie par

f(x,y,z)Z(x+y,—m+y,z)

est bijective.




4 Proposition 12 )

Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension finie et f € Z(E, F). Alors, f est bijective
si et seulement si il existe g € Z(F, E) tel que

gof=1Idg ou fog=Idp.

Dans ce cas g = f~ 1.

3.4 Dimension de Z(E, F)

4 Proposition 13 )

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors .Z(E, F') est aussi de dimension
finie et
dim (Z(E,F)) = dim E x dim F.

4 Transformations vectorielles

4.1 Homothétie

7 Définition 7 )

Soient F un K-espace vectoriel et A € K. On appelle homothétie de E de rapport A 'application
hy : E — F définie par hy(z) = Az. C’est un endomorphisme de E.

Exemples 12 Idg est une homothétie.

4.2 Projection

7 Définition 8 )

Soient F' et G deux sev supplémentaires dans un K-ev E, i.e. E=F ® G. Alors :
Vee E, I zp,xzq) E FXG, z=zxp+2g.

On appelle alors projection sur F' parallélement & G l'application p: F — E qui a z = zp + z¢
associe Tp.

Remarque 2 e Pourtoutx € F : p(x)==z
e Pourtoutx € G : p(z) =z —p(x)
o Im(p) =F et ker(f) =G.
o E =ker(p) ®Im(p).

Exemples 13 On se place dans le R-ev C. On a : C =R @iR.
Déterminer p la projection sur R parallélement a tR.




4 Proposition 14

Soient F' et G deux sev supplémentaires dans un K-ev E, ie. E=F & G.
Soit p la projection sur F' parallélement & G.
Alors, p est un endomorphisme de E qui vérifie la propriété suivante :

b =D

Remarque 3 Ona : x € Imp < p(x) =x

/' Deéfinition 9: Projecteur

u € Z(E) est dit projecteur si u? = u

Exemples 14 Toute projection est un projecteur.

4.3 Symétrie

7 Définition 10

Soient F' et G deux sev supplémentaires dans un K-ev £ : E = F @ G. Alors :
Ve e B, W ep,zg) EFXG, z=zxp+xqg.

On appelle symeétrie par rapport F' parallélement a G l'application s : E — Equiax = xp+zg
associe rr — xq.

Remarque 4 e Pourtoutx € F : s(x)=
e Pourtoutx € G : s(x)=

e s=2p— Idg ou encore p = %(5 + Idg). En effet :
Vx € E, %(s + Ildg)(z) = %(s(x) +z) = %((mF —zg)+ (x5 +2g)) =2p = p(z).

Exemples 15 On se place dans le R-ev C. On a : C =R @ iR.
Déterminer s la symétrie par rapport a R parallélement a iR.

( Proposition 15

Soient F' et G deux sev supplémentaires dans un K-ev £ : £ = F & G.
Soit s la symétrie par rapport & F' parallélement a G.
Alors, s est un endomorphisme de E qui vérifie la propriété caractéristique suivante :

2 =1dg.
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